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PREFATA

Aceasta lucrare este rezultatul experientei autorilor in predarea cursului
de Mecanica teoretica, studentilor Facultatilor de inginerie din cele doua centre
universitare: Universitatea “Petrol-Gaze” Ploiesti s1 Universitatea ‘“Valahia”
Targoviste.

Lucrarea cuprinde 14 capitole si anume: Statica punctului material,
Elemente de baza din teoria vectorilor, Reducerea fortelor aplicate solidului
rigid, Centre de masa si centre de greutate, Echilibrul fortelor aplicate solidului
rigid, Echilibrul sistemelor de corpuri, Grinzi cu zabrele si Echilibrul firelor
omogene, Cinematica punctului material, Dinamica punctului material,
Cinematica miscarii relative a punctului material, Dinamica miscarii relative
punctului material, Cinematica rigidului si a sistemelor de rigide, Dinamica
rigidului si a sistemelor de rigide, Elemente de mecanica analitica. Primele sapte
capitole contin cate un scurt Rezumat de teorie pentru intelegerea problemelor
rezolvate §i care sunt in acord cu Programa analiticd a cursului de Mecanica
predat studentilor in anul I si II la facultatile tehnice.

S-au prezentat cinci algoritmi de rezolvare a unor probleme de Statica cu
ajutorul programului Microsoft EXCEL, cu cite un exemplu concret pentru
fiecare caz .

Unele aplicatii sunt inspirate din practica inginereasca, altele au fost
create de autori de-a lungul anilor, ca subiecte de examen. Acestea au un grad de
dificultate mediu, fiind accesibile studentilor din anii I si II de la profilurile
mecanic, metalurgic, electric, etc. Forma de prezentare clara pune in evidenta
experienta in activitatea cu studentii, fiecare capitol fiind bine fundamentat si
usor de asimilat.

Aceast culegere este rezultatul colaborarii fructuoase dintre doi autori de
formatii diferite: un matematician $i un inginer mecanic. Autorii spera ca
prezentarea sub aceastd forma a problemelor si a temelor aplicative va fi utila
atat pentru pregatirea examenului de Mecanica (pentru studentii anilor I si II)
precum si pentru toti cei interesati in rezolvarea unor aplicatii practice de
Mecanica.

Autorii doresc sa multumeasca tuturor studentilor si colegilor pentru
observatiile, sugestiile, addugirile pe care le-au adus in timp si care au contribuit
la aparitia lucrarii sub aceasta forma.

De asemenea multumim calduros sponsorilor care au contribuit la aparitia
acestei editii, si pe care i1 asiguram atat de recunostinta noastra cit mai ales de
cea a beneficiarilor acestei lucrari.

Targoviste Autorii






PROBLEME REZOLVATE DE MECANICA 7

CAPITOLULI
STATICA PUNCTULUI MATERIAL

REZUMAT DE TEORIE

a. Marimi scalare si vectoriale

In Mecanica teoretica se opereazi cu mdrimi scalare (de exemplu: masa,
timpul, lungimea, etc) si cu marimi vectoriale (de exemplu: forta, momentul
unei forte Tn raport cu un punct, cuplul de forte, viteza, acceleratia, impulsul,
momentul cinetic, etc).

Vectorul este o entitate matematica caracterizata prin: punct de aplicatie,
directie (suport), sens (orientare) si marime (scalar, modul)

In functie de punctul de aplicatie se deosebesc:

» vectori liberi — care au punctul de aplicatie oriunde in spatiu si sunt
caracterizati de trei parametri scalari independenti (respectiv, proiectiile
vectorului pe cele trei axe de coordonate);

» vectori alunecatori -au punctul de aplicatie situat pe o dreapta din spatiu si
sunt  caracterizati de cinci parametri scalari independenti (respectiv,
proiectiile vectorului pe cele trei axe de coordonate si coordonatele punctului
de intersectie al suportului sau cu planul Oxy);

» vectori legati - au punctul de aplicatie fix 1n spatiu si sunt caracterizati de
sase parametri scalari independenti (respectiv proiectiile vectorului pe cele
trei axe si coordonatele punctului de aplicatie).

b. Expresia analitica a unui vector liber si a unui versor

Se considerd un sistem cartezian de axe Oxyz avand versorii i, j, k

pentru care se cunosc proiectiile a, a, a. , ale vectorului pe cele trei axe.
Expresia analiticd a vectorului a este:

c_z=ax17+ay]_'+a21€. (1)
Marimea vectorului @ este prin definitie numarul pozitiv notat cu :

a=la|=,a+al+a (2)

Cosinusii directori ai unghiurilor vectorului a cu directiile celor 3 axe sunt:

— ax ax — ay — 7 az
cos(a,i)=—+=———=——, cos(a,j)=—; cos(a,k)= (3)
a |a, +a, +a, a
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Versorul vectorui a este prin definitie un vector unitar, avand marimea
egald cu 1, aceeasi directie si sens cu vector a :

_ _ a a - 4a,- a -+
versa =u, =—=—i+——j+—=k 4)
‘a‘ a a a
zA
AN
— B(XBayB:ZB)
— - a
O lk‘ a A(XA:YA,ZA) ‘ l%
ay )
AN Yy y y
a/x 1 Ve J
X
X
a) c
b) Fig.1.1 )

Un vector poate fi definit prin cele doud extremitdti ale sale avand
coordonatele A(x4yv4,z4) S1 B(xpyszp), sl are expresia analitica:

AB=(x,—x,)i+(y,—y,)j+(z,—z,)k (5)

Expresia analitica a versorului vectorului AB conform (4) este:

vers AB = @ :(xB_xA)lTj_(yB_yA)jz-i_(ZB_ZA)IE
‘AB‘ X =%, )+ (v, =y, ) +(z,—2,)

Observatie

(6)

In cazul rigidului supus la legituri, reactiunile sunt necunoscute ale
problemei (deoarece nu se cunoaste marimea si sensul lor): pentru rezolvarea
problemei se alege un sens oarecare ale reactiunii; daca din calcul rezulta un
numadr pozitiv, atunci sensul ales este corect; dacd din calcul rezulta un numar
negativ, sensul real este opus celui ales.

c. Produsul scalar a doi vectori. Proiectia unui vector pe o axa
Dandu-se un sistem de axe cartezian Oxyz si vectorii asi b avand
expresiile analitice: a=ai+a, j+a k , b=bi+b, j+b k, se defineste
produsul scalar al celor doi vectori , numarul (pozitiv sau negativ):
a-b=a-b-cos(a,b) (7)

Expresia analitica a produsului scalar este:

a-b=ab +ab +ab, (8)
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Cu ajutorul produsului scalar se poate exprima cosinusul unghiului dintre
cei doi vectori ; din relatiile (7) si (8) rezulta:
_—. a-b ab +ab +ab,
cos(a,b )= = - )
ab \/aj+aj+aj-\/bj+bj+bf

Cu ajutorul produsului scalar se poate exprima analitic proiectia unui
vector a , pe o directie orientatd A avand versorul:

u, =coso.-i+cosB-j+cosy-k, (10)
astfel:
a,=pr,a=a-u,=a, cosa+a, -cosB+a,-cosy (11)

Tinand seama expresia (11), proiectia vectorului @ =a i +a, j+a_ k pe
directia vectorului b =bi +b, j+b, k sescrie:

_ a.b+a b +a b,

a,=pr.a=a-u, 5

(12)

d. Produsul vectorial a doi vectori, a produsului mixt
si a produsului dublu vectorial a trei vectori
Se considerd un sistem cartezian de axe Oxyz si vectorii asi b avand
expresiile analitice: @ =ai+a, j+a_k si respectiv b =bi+b j+b k. Se

defineste produsul vectorial al celor doi vectori ¢ =axb, un vector avand
urmatoarele caracteristici:

» marimea sau modulul egal cu aria paralelogramului format din cei doi vectori
asib: ‘E‘:a-b-sin(c_z,g)
» directia - perpendiculard pe planul paralelogramului format din cei doi

vectori asib: ¢ L(a,b )(fig.1.2).

> sensul - dat de regula burghiului drept sau triedrul format din cei trei vectori
a,b sic (fig.1.2).
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Produsul vectorial a doi vectori a 1 b are expresia analitica:

[

(13)

J
=axb=la, a, a|, sau:

X

b b b

x y
c=(ab —ab )i+(ab —ab )j+(ab —ab )k
Produsul mixt a trei vectori @ , b si ¢ este prin definitie produsul scalar

ol

dintre vectorul @ si vectorul (b x¢):
a. a,  a,
a-(bxe)=(a,b,c)=|b, b, b (14)

Produsul mixt respectd urmatoarea regula (a permutarilor circulare):
a-(bxc)=b-(exa)=c-(axb)

_ - ~ (15)
sau (a,b,¢)=(b,c,a)=(c,a,b)
Produsul mixt reprezintd volumul paralelipipedului avand ca muchii

concurente intr-un varf, pe cei trei vectori (fig. 1.3)
Produsul dublu vectorial a trei vectori @ , b si ¢ este prin definitie

produsul vectorial dintre vectorul @ si vectorul (b x¢) si se determind cu

ajutorul formulei:
(16)

ax(bxc)=(a-c)-b—(a-b)c

1.1 OPERATII CU VECTORI
PROBLEME REZOLVATE

1.1.1 Se considera vectorii avand urmdtoarele expresii anlitice fata de un

sistem de axe Oxyz: @ =2i — j+3k; b=5j+4k; c=-2i+]

Se cere sa se calculeze:

a-b; pra; axb; [axb|; cos(a,b);c-(axb);cx(axb)
Problema s-a rezolvat folosind relatiile prezentate in rezumatul de teorie

cu ajutorul programului Microsoft-Excel conform algoritmului prezentat in

continuare.
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ALGORITMUL DE CALCUL PENTRU PROGRAMUL MICROSOFT
EXCEL SI REZULTATELE OBTINUTE PENTRU PROBLEMA 1.1.1

DATE DE INTRARE DATE DE IESIRE
A|B|C|D|E|F|G|H|I J K L M
Nr.| ax |ay|a, | by [by| b, ||| ¢ ‘5‘ ‘E‘ ‘5‘ a-b
0 SQRT(A172+ | SQRT(D1”2+ | SQRT(G1”2+ | Al*DI+
BI"2+C172) | E172+F172) | HI”2+11°2) | BI*El+
CI*F1
1 |2 -1{3/0|5]|4|-2]11]0 3,7416 6,4031 2,2361 7
N (0] P R S
pr.a (a_xE)x (§><E)y (a_xE)z \§><5

AI*DUKI+BI*EI/K1| B1*F1-C1*El C1*D1-A1*F1 A1*E1-B1*D1 SQRT(O172+
P172+R172)

+C1*F1/K1=M1/K1
1,0932 -19 -8 10 22,9129
T U Vv W X
cos(a,b) 5-(§><5) [5x(§x5)]x [EX(axE)]y [5><(§><5)]Z
MI/(J1*¥K1)  |GI*O1+HI*PI+II*R1|  HI*RI-I1*PI 11*01-G1*R1 G1*PI-HI*O1
0,2922 30 10 20 35

Conform rezultatelor din tabel, marimile cerute sunt:
a-b=7; pra=10932;
axb=-19 —8j+10k;

\a xb) \ =229129;
cos(a,b )=0,2922;
c-(axb)=30;

cx(@xb)=107 +20j +35k

1.1.2 Se considerd punctele A,(1,-2,3), A>(2,4,1), A3(4,5,6). Se cere:

e sa se exprime analitic vectorii A A, si A A,,

e produsul lor scalar al vectorilor A A, si A A,

e sda se calculeze unghiurile celor doi vectori.

Problema s-a rezolvat folosind relatiile prezentate in rezumatul de teorie
cu ajutorul programului Microsoft-Excel, conform algoritmului prezentat in

continuare.
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ALGORITMUL DE CALCUL PENTRU PROGRAMUL MICROSOFT
EXCEL SI REZULTATELE OBTINUTE PENTRU PROBLEMA 1.1.2

DATE DE INTRARE DATE DE IESIRE
A| B C D E F G | H I J K L
NI. | XA1| YAl | Za1 | Xa2 | Ya2 | Za2 | Xa3 | Ya3 | Zas | (AA,), (AA, ), (AA,),
0 D1-Al E1-B1 F1-C1
1 1| -2 3 2 4 1 4 5 6 1 6 -2
M N 0) P R S T
(AA), | (AA,), | (AA,), AA, AA, AA,-AA, | COSu
G1-DI | HI-El | II-FI  [SQRT(J172+K1°2+|SQRT(MI"2+N1/2 [JI*MI+K1*N1+ S1/(P1*R1)
L1"2) +01"2) L1*01
2 1 5 6,4031 5,4772 -2 -0,057

Conform rezultatelor din tabel, expresiile analitice ale celor doi vectori,
produsul lor scalar §i unghiul dintre vectori, conform rezultatelor din tabel sunt:

AA =i+6j-2k;

N

A

A, A, =2i + j+5k
cos o =—0,057

A

2

PROBLEME PROPUSE

Acelasi enunt ca la probleme 1.1.1 pentru vectorii:

1.1.3. a=2i—j+3k; b=j+4k; c=-2i—]j
1.14. a=2i—j-3k; b=i

+j+dk; c=-2i+j+2k

~.|

1.15. a=i+3k; b=5j+k; c=-2i+4j

1.1.6. a =2i; b=4i+5j+4k; c=-2i+j—k
1.1.7. a=2i + j+3k; b=5]—4k;
1.1.8. =20 -9 +3k; b=6j+k;

c=20—]
c=20+6]—4k

Acelasi enunt ca la probleme 1.1.2 pentru punctele:
1.1.9. A,(0,1,3), A5(2,4,6), A3(-4,5,8).

1.1.10. A,(1,-5,3), A2(2,4,-4), A3(4,5,0).

1.1.11. 4,(1,-2,0), Ax(7,4,-1), A3(4,0,6).

1.1.12. 4,(1,-6,3), A2(8,0,1), A5(0,5,6).
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1.2 REDUCEREA FORTELOR CONCURENTE COPLANARE
PROBLEME REZOLVATE

1.2.1. Se considerd un punct material asupra caruia actioneaza un sistem de 4
forte coplanare {F }l.:lw J( fig. 1.2.1.a) avind modulele si directiile fata de Ox

T

date de: ‘F‘ 8V2F, o, ——' E‘:ZF, o, =T, _3 —g; ]74‘:2\/§F, ()(4:—5

=3F, o, =

Se cere sa se determine rezultanta celor patru forte (ca marime, directie §i
sens).

Rezolvare:

Pentru a determina rezultanta celor patru forte din fig. 1.2.1.a se aplica
teorema proiectiilor pe axele sistemului Oxy: marimea proiectiei rezultantei
dupa cele doua directii Ox si Oy este egalda suma marimilor proiectiilor fortelor:

Xzi ‘F‘cos— ‘F‘cosn+‘F‘cos(—5j ‘F‘cos(——j (6+\/_)F
=1

4
Y=>1Y ‘F‘sm— ‘F‘sznn+‘F‘szn -— ‘F‘sm —-—|=2F
- 3
Expresia anliticd a rezultantei celor trei forte s1 marimea ei sunt date de:

R=Xi +Yj=(6++/3)Fi +2Fj;

[R|=R=+X*+Y" = F\43+1243

Directia si sensul rezultantei sunt date de marimea unghiului ag pe care
aceatsa 1l face cu axa Ox (fig 1.2.1.b) :

tga, :§ ~ =0258; a,=14502"

v
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y F,
F2 (05] X
Ol4
§3 F4
Fig. 1.2.2.

1.2.2 Asupra unui punct material O actioneaza

fortele concurente s§i coplanare {/E, }

iy avand

marimile, directiile si sensurile din fig.S51.2.2.

Se cunosc:

‘171‘:4\/§F, OLI:%; ‘}72‘:2F, o, =T

3n

‘F_;‘:6F, (13:7,' T

F=22F 0 ==

Se cere: Expresia analitica a rezultantei

fortelor si unghiul pe care il face aceasta cu axa
Ox.

Rispuns: R = 2\/3Pi- 2P ; o«

Problema s-a rezolvat si cu ajutorul programului Microsoft-Excel,
conform algoritmului prezentat in continuare.

ALGORITMUL DE CALCUL PENTRU PROGRAMUL
EXCEL SI REZULTATE OBTINUTE PENTRU PROBLEMA 1.2.2

DATE DE INTRARE
A B C D E F G H
Nr. | Fy/F F»/F Fi/F F4/F o ol a3 Olg
0
1| 6,9292 2 6 2,8284 /6 s 3n/2 -n/4
DATE DE IESIRE
J K L M N
X/F Y/F R/F tg ar og (rad)
Al*cosE1+B1*cosF1+ Al*sinEI+Bl*sinF1+  |SQRT (J1°2+K172)|  K1/J1 arctgM1
Cl*cosG1+DI1*cosH1 Cl*sinG1+D1*sinH1
3,4641 -2 4 -0,5773 -0,5236
23) (o
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1.3 REDUCEREA FORTELOR CONCURENTE SPATIALE
PROBLEME REZOLVATE

1.3.1. Asupra unui punct material M actioneaza un sistem de 4 forte concurente
{171.}1.:1”'4 avand modulele: ‘171‘ = 23/10F, 172‘ =5F, }73‘ =3437F, 174‘ =4 /5F i
directiile date de muchiile sau diagonalele unui paralelipiped dreptunghic ca in
fig. §1.3.1(M=0) | se cunosc: OA=a, OC=2a, OO =6a.

Se cere sa se determine rezultanta fortelor (marimea, directia si sensul).
A

V4

Rezolvare:

O’ c

A r B Expresiile analitice ale celor patru
forte fata de sistemul de referinta Oxyz
ales (M=0) sunt:

F = ‘E‘-versﬁl = ‘Iﬂ-versw =

v

C - - '_ B .
) y :2\/EF.X”’l+y”"]+ZCk:2Fj+3Fk
a X+ yi+z
Fig.1.3.1 F, :‘E‘-versi :‘E‘-versw:SFl;
}73 :‘E‘-versi =‘E‘-versm=3\/ﬁF ai + 6ak =3Fi +18Fk
Jat+(6a)
}74 = ‘E‘wersﬁ :‘E‘-versﬁz 4\/§F ai + 24 = 4F17+8E]_'

Jai+(2a)

Expresia analitica a rezultantei este:
—_— 4 —_— — p— _—
R=)F =TFi+10Fj+29Fk

i=1

Proiectiile rezultantei pe axele sistemului de coordonate Oxyz sunt:
X=7F, Y=I10F,  Z=29F.

Marimea rezultantei este data de:
R|=R=X*+Y*+2* =3/J110 F.

Directia si sensul rezultantei este datd de unghiurile pe care le face cu
axele sistemului de coordonate:

cosa, =0222, a,=77145
cosB, =0318; B, =71,469"
cosy, =0921;  y,=22827°
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PROBLEME PROPUSE

1.3.2. Asupra wunui punct material M actioneaza fortele concurente
{F}}izmavdnd marimile: ‘]71‘ = 3.J68F, }72‘ — 2J13F, ]73‘ — 4J73F, E‘ — 6F .

directiile §i sensurile fiind date de muchiile sau diagonalele paralelipipedului
dreptunghic din fig. 1.3.2 (M=0); se cunosc: OA=3a, OC=8a, 00 =2a.

Se cere expresia analitica a rezultantei fortelor si unghiurile pe care il face
aceasta cu axele de coordonate.

R =18Fi +56F] +16Fk; |R|=60959F; o, =72825';B, =23270';y, = 74783

Z o’ C,
x L MOE C
Ay |

1.3.3. Acelasi enunt ca la problema 1.3.2 (fig. 1.3.3) cu datele:
|F| =~29F |F,| = 4F |F,|=34F |F|=V13F , 04=3a, 0C=2a, 00'=5a.

v

R=Y F
i=1

l

6Fi +4Fj +14Fk

RI=15748F; o, =67604, B, =75285",y, =27252°

Problema 1.3.2 s-a rezolvat si cu ajutorul programului Microsoft-Excel,
conform algoritmului prezentat in continuare.
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ALGORITMUL DE CALCUL PENTRU PROGRAMUL
MICROSOFT EXCEL PENTRU PROBLEMA 1.3.2
DATE DE INTRARE
A B C D E F G H I J K L M
Nr. | xy/a|yi/a| z/a | Xp/a | yo/a | Zp/a | X3/a | ys/a | z3/a | xX4/a | ys/a | z4/a | Fi/F
1 0 8 2 3 0 2 3 8 0 0 0 2 124,74
DATE DE IESIRE
N 0) P Q R S
F,/F F3/F F4/F (versFy)x (versFy)y (versFy),
A1/[SQRT(A1/2+ B1/[SQRT(A1"2+ C1/[SQRT(A1"2+
B172+C172)] B172+C172)] B172+C172)]
7,2111 | 34,1760 6 0 0,9701 0,2425
T U \% \\4 X Y
(versF;) (versF,)y (versk,), (versF3)x (versFs)y (versks;),
D1/SQRT(D12 |[E1/SQRT(D1"2+E[F1/SQRT(D1/2+E| G1/[SQRT(G172+ [H1/[SQRT(G1/2+| T1/[SQRT(G1"2+
+E1724F172) 1"24F112) 1"2+F112) H1/2+1172)] H1/2+1172)] H1/2+1172)]
0,8320 0 0,5547 0,3511 0,9363 0
4 AA AB AC AD AE
(versFy), | (versFy), (versFy), X/F Y/F Z/F
J1/SQRTJ172+ |K1/SQRT(J172+K| L1/SQRTJ 172+ | MI*QI1+N1*T1+ | MI*RI+N1*Ul+| MI1*S1+N1*V1+
K172+L172) 1"2+L.172) K172+L172) O1*W1+P1*Z1 | O1*X1+P1*AAl1| O1*Y1+P1*ABI1
0 0 1 18 56 16
AF AG AH Al
R/F OR Br YR
SQRT(ACI"2+ADI1"2+ arccos(AC1/AF1) arccos(AD1/AF1) arccos(AE1/AF1)
AE172)
60,959 72,825° 23,270° 74,783°
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1.4. STATICA PUNCTULUI MATERIAL
REZUMAT DE TEORIE

a. Principiul paralelogramului

Fiind date doud forte F, si F, care actioneazi asupra unui punct material
liber A, principiul paralelogramului postuleaza ca efectul celor doua forte este
acelasi cu al unei forte rezultante R, care este diagonala mare a
paralelogramului avdnd ca laturi fortele F, si F, (fig. 1.4.1)

1

Sunt valabile urmatoarele relatii:

F,sina
F +F, cosa

R=F +F; R=\F'+F!+2F F, coso; tgP=

R F

1

F.

2

sin o :sin(oc—B) :SinB

b. Teorema proiectiilor

Fiind dat un sistem de forte,
concurente intr-un punct O din spatiu,
{F_‘;}izll,...n acesta se reduce (sau este
echivalent) in punctul O cu o fortd
rezultanti R, care se obtine aplicAnd

succesiv  principiul  paralelogramului

enuntat mai sus: R =Y F .
i=1

Daca se noteaza cu X, Y;, Z;, proiectiile unei forte oarecare F; a sistemului
si cu X, Y, Z proiectiile fortei rezultante R pe axele triedrului triortogonal drept
Oxyz, atunci sunt valabile urmatoarele relatii:

X:i:Xi; Y:ix,- Z:i:Zi.

Aceste relatii teorema proiectiilor care se enunta astfel: proiectia
rezultantei pe o directie oarecare este egala cu suma proiectiilor tuturor fortelor
sistemului dupa acea directie. Sunt valabile urmatoarele relatii:

R=Xi+Yj+Zk

R=AX+7 472 =XV +Xr)+Xz)

c. Axioma legaturilor

Daca asupra unui punct M din spatiu supus la legdturi actioneaza un
sistem de forte (F }i:u _ (a carui rezultanta se noteaza cu R“), conform axiomei
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legaturilor orice legaturi geometrice pot fi intotdeauna suprimate si inlocuite cu
forte corespunzitoare (a ciror rezultantd se noteazi cu R').

Din punct de vedere geometric punctul material poate fi considerat ca un
punct material liber, iar din punct de vedere mecanic constrangerile au fost
inlocuite cu forte de legatura.

Teorema echilibrului puctului material supus la legaturi: conditia
necesard §i suficienta pentru ca unpunct material sa ramdna in echilibru sub
actiunea fortelor exterioare §i de legatura este ca rezultanta lor sd fie nula:

R* + R =0
Xa +Xleg :O,' Yll + ch)g :O’. Za +Zl€g :O’.

Din punct de vedere al naturii fortelor de legatura, legaturile punctului
material pot fi legaturi fara frecare(ideale) s1 legaturi cu frecare (reale).

b. Echilibrul punctului material supus la legaturi cu frecare

Un punct material aflat pe o suprafata cu frecare nu va parasi pozitia de
repaus atat timp cat rezultanata fortelor aplicate se afla in interiorul conului de
frecare (avand axa dupa normala la suprafatd si unghiul la varf 2¢) . Forta de
frecare T respectd urmitoarele legi ale frecirii uscate (legile lui COULOMB):

T

max

a. modulul fortei de frecare

este proportional cu reactiunea normala N;

b. modulul ‘Tm ax‘ depinde de natura corpurilor si de starea suprafetelor de

T

max

contact: =uN unde u =tge este coeficientul de frecare de alunecare,

iar ¢ este unghiul de frecare;

c. modulul ‘T”m ax‘ nu depinde de marimea suprafetei de contact. Sensul fortei de

frecare de alunecare se opune totdeauna tendintei de deplasare.

PROBLEME REZOLVATE

1.4.1. Se considerd o sfera M de greutate G care se reazema fara frecare pe un
plan inclinat cu unghiul « si este prinsa printr-un fir de un punct A ; firul face
cu verticala unghiul f(vezi fig. 1.4.1.a).

Se cere sa se detremine marimea reactiunii normale N §i a tensiunii din fir S .
Rezolvare:

Ecuatia vectorialda de echilibru dupa introducerea fortelor de legatura
(conform axiomei legaturilor) se scrie :

G+S+N=0 (a)
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Alegand axele Ox si Oy in mod convenabil (fig.1.4.1.b) si proiectand pe
acestea ecuatia vectoriald de echilibru, se obtin ecuatiile:

> X, =0 Ncoso—SsinB=0
—
> Y =0 Nsino+Scosp—-G=0

Inmultind, prima ecuatie cu cosf st a doua cu sinfl si Insumandu-le
membru cu membru se obtine:

(b)

sinf3 §_G_ Cosa ©

N=G——— ;
cos(a—P) cos(a—P)

AANNANNNN

Fig. 1.4.1

1.4.2. Se considerd o bila de greutate G care se reazema pe suprafata unei
sfere de raza r, fiind legata cu un fir de lungime AM=( de punctul fix A aflat la
distanta AB =d, fata de suprafata sferei (fig.1.4.2.a).

Se cere marimea tensiunii din fir S §i a reactiunii N.
Rezolvare:
Ecuatia vectoriala de echilibru se scrie: G+S+N=0 (a)

Daca se introduc unghiurile a si f si se aleg convenabil axele Ox si
Oy (cain fig.S1.5.2.b) conditia de echilibru se scrie:

> X =0 {—Ssinoc+NSinB=0

= b
>Y =0 Scoso+ NcosB-G=0 ®)

Multiplicand prima ecuatie (b) cu cosf si a doua cu sinf si insumandu-le
membru cu membru se obtine:

sin o g_g_ S B ©)

N=G———;
sin(o+p) sin(o+p)



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICA 21

Din teorema sinusurilor aplicata in triunghiul OAM, avem:

¢t r _ d+r N sinao. _ r _ sinB /

sin  sino.  sin(a+P)  sin(fa+P) d+r sinfa+P) d+r

deci se obtine: N=G-~L ; S=G ! (d)
d+r d+r

1.4.3. Se considera un inel M de greutate neglijabila care se reazema cu frecare
(coeficientul de frecare fiind ) pe un semicerc de raza R. De inel sunt legate
doua fire care trec fara frecare prin inelele fixe A; si A, (fig.1.4.3). La capetele
firelor sunt legare doua corpuri de greutati G; si G, . Se cere sa se determine
raportul greutatilor G,/ G, pentru ca inelul sa ramana in repaus pentru un

unghi 6 dat.

Rezolvare:

M a) Se considerd mai intdi ca inelul M are
tendinta de alunecare spre punctul 4; (fig.
1.43.b); se aleg ca axe de coordonate
tangenta si normala la cerc in punctul M

Ecuatia de echilibru se scrie:

0 -
EGz S+S8,+T+N=0; (a)

: Y Tendinta

Tendinta P N  de miscare

. de miscare

0 0
b. Fig. 1.4.3 c

sau 1n proiectii pe axe:

> X, =0= 8, cosg—sting—T:O

0 0 (b)
Y'Y =0= —SlsinE—SzcosE+N:0
Conditia fizicd a frecarii este: ‘]_" ‘ < M‘N ‘ (©)

Din ecuatiile (b) rezulta:

T=S5, cosQ—S2 Sing; N =S, sing+S2 cos9 (d)
2 2 2 2
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care introduse in (c) si tinind seama ca tensiunile din fir pentru cele doua ramuri
ale firului au marimile S;=G; si S,=G;, conduc la:

sin—+pcos —

G TR ©
G, 0o . 0
2 coS—_-—WUSin—
2 2

b. Se considra acum cealalta tendintd de alunecare a inelului M spre punctul A,
(fig. 1.4.3.c), ecuatiile de echilibru se scriu analog cu cele din primul caz,
schimband semnul din fata lui z si sensul inegalitatii (e)

Sin——uncos —
G p M

e 0 ®

2 cos—+usin—
2 H 2

Deci valorile pe care le poate lua raportul G,/G,, sunt cuprinse In

intervalul:
sing—ucosg Sin9+MCOS9
2 2.0 ¢ 2, ()
0 0 G 0 0

cos — + Wsin— 2 cos——USin—
o THA ) I,

care se mai scrie sub forma:
0 G 0

tgl —— @ |<—<tg| —+ h

g(z (Pj G, g(z wj (h)

1.4.4. Se considera un inel M de greutate neglijabila care se reazema cu
frecare pe un cerc de raza r. De inel sunt legate doua fire care trec prin doua
inele fixe in A; §i A, fara frecare. La capetele firelor sunt legate doua corpuri
de greutati G; §i G, (ca in fig.1.4.4.a). Se cere raportul G,/ G, pentru ca

punctul M sa ramdna in repaus in pozitia data de unghiul 6, daca se considera
cunoscute coeficientul de frecare i §i 6.

Ay | Rezolvare:

1. Se considera mai intai ca inelul M are
tendinta de alunecare spre punctul 4; (fig.
1.4.4.b); se aleg ca axe de coordonate
tangenta si normala la cerc in punctul M

Ecuatia de echilibru se scrie:
Fig. 1.4.4.a S, +S,+T+N=0; (a)
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« .
40/ Va Tendinta /4-0/2 /Y Tendinta
N de mi ’ s N _de miscare
A, de miscare A 2 ~
0] | 0] Ay
b, Fig. 1.4.4. c.

sau 1n proiectii pe axe:

0 nt O
X =0=8 ——S ———)-T=0

0 n 0 ®)
>YY =0=> —SlsinE—stin(Z—§)+N:0
conditia fizicd a frecarii: 7 <uN, (©)
Inlocuind in (c) expresiile lui N'si T rezulatate din ecuatiile (b) avem:
0 n 0 0 n 0
S cos——S,cos(———)< W S, sin—+ S, sin(——— d
1 €05 =3, (4 z)u[llz 2l(4 2)} (d)

si tinind seama ca tensiunile din fir pentru cele doua ramuri ale firului au
marimile: §;=G; s1 S>=G, se obtine:

T 0O .m0
[N — + [N —
cos( )+ usin( )

Gl

—<

G, 6 0 ©)
2 cosi—uszn—

b) Se considera cealalta tendinta de alunecare a inelului M (spre A,, fig.1.4.4.c),
ecuatiile de echilibru se scriu analog, obtindndu-se, prin schimbarea semnului
din fata lui p si a sensului inegalitatii (e) relatia:

T 0 ...t ©
>c0s(4 5) usm(4 2)

Gl
G, - o 0 ()
cos— + nsin-—
2 2

Conditia finala de echilibru deci se scrie:

T 0 .m0 T 0 .m0
cos(———)—usin(——— cos(———)+usin(———
(4 2)“ (4 2)<ﬂ< (4 2)u (4 2) ©
coS— + Usin— ) G, ) cosg — Sing
» o My

sau forma echivalenta: COS(TC/4 —6/2+ (P) < ﬁ < COS(TC/4 —0/2- (P) (h)

cos(0/2-¢) G, cos(8/2+¢)
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1.4.5. Culisa M de greutate G; se poate deplasa cu frecare pe bara verticala
OB, coeficientul de frecare de alunecare fiind cunoscut: u Culisa este legata de
greutatea G, prin intermediul unui fir §i a unui scripete fara frecare A. Se
cunosc. AB = a si BM = h (fig.1.4.5.a). Se cere greutatea G, pentru ca
echilibrul sa aiba loc in pozitia din figura.

A B
T Tendinta de | Tendinta de 4
alunecare alunecare
[ G
(0
/_
]:IM
G
7
Fig. 1.4.5.a b. c.
Rezolvare:

a) Fata de sistemul de axe Oxy, pentru tendinta de deplasare a culisei in jos (fig.
1.4.5.b) fortele care actioneaza asupra culisei sunt indicate in figura; ecuatiile
de echilibru in proiectii pe cele doua axe se scriu:

> X, =0 (N-G,sina=0
= (a)
> Y =0 T+G,coso—G, =0
T <uN, conditia fizica a frecarii (b)
tindnd seama ca tensiunea din fir este S,=G,, rezulta:
G, >—3 ©

~ cosa+psino

b) Pentru tendinta de deplasare in sus a culisei (fig. 1.4.5.c) forta de frecare
T actioneaza in sens invers fatd de primul caz, ecuatiile de echilibru se scriu

analog cu cele din primul caz, schimband in relatia (c) semnul din fata lui p

. . s G
s1 sensul inegalitdtii: G, < S (d)
cos oL — L Sin o

Conditia finala de echilibru se scrie:
G

G <G, < 1 (e)

Ccos 0L+ L SIn O cos oL — Lsin o

sau sub forma echivalenta:
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Na'+h” o Na A

h+ ua 1 " h-upa

G, ()

PROBLEME PROPUSE

1.4.6. Se considera un inel M de greutate neglijabila care se reazema cu frecare
(u coeficientul de frecare) pe un semicerc de raza R. De inel sunt legate: un
corp de greutate G; si doud fire care trec fara frecare peste inelele fixe A; §i A;
(fig.1.4.6). La capetele firelor sunt legate doua corpuri de greutati G; §si G,.

Se cere raportul greutatilor G,/ G, pentru ca inelul sa ramdna in repaus pentru
unghiul 6 dat.

G, [ ]

Fig. 1.4.6 Fig. 1.4.7

1.4.7. Se considera un inel M de greutate neglijabila care se reazema cu frecare
(1 coeficientul de frecare) pe un sfert de cerc de raza R. De inel sunt legate: un
corp de greutate G; si doud fire care trec fara frecare peste inelele fixe A; i A;
(fig.1.4.7). La capetele firelor sunt legate doua corpuri de greutati G; si G;.

Se cere raportul greutatilor G,/ G, pentru ca inelul sa ramdna in repaus pentru
unghiul 0 dat.

1.4.8. Se considera un inel M de greutate neglijabila care se reazema cu frecare
(1 coeficientul de frecare) pe un sfert de cerc de raza R. De inel sunt legate
doua fire care trec fara frecare peste inelele fixe A; si A, . La capetele firelor
sunt legate doua corpuri de greutati G; si G, , firul care sustine corpul de
greutate G, fiind trecut cu frecare (U, coeficientul de frecare) peste un cilindru
fix (p=m/2)(fig.1.4.8). Se cere raportul greutatilor G,/ G, pentru ca inelul sa

ramand in repaus pentru unghiul 6 dat.
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Fig. 1.4.8

1.4.9. Se considera un inel M de greutate neglijabila care se reazema cu frecare
(1, coeficientul de frecare) pe un sfert de cerc de raza R. De inel sunt legate
doua fire care trec fara frecare peste inelele fixe A; si A, . La capetele firelor
sunt legate doua corpuri de greutati G; si G, , firul care sustine corpul de
greutate G, fiind trecut cu frecare (1, coeficientul de frecare) peste un cilindru
fix (p=7r/2)(fig.1.4.9). Se cere raportul greutatilor G,/ G, pentru ca inelul sa

ramana in repaus pentru unghiul 6 dat.

Fig. 1.4.9
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CAPITOLUL 11
REDUCEREA FORTELOR
APLICATE SOLIDULUI RIGID

REZUMAT DE TEORIE

a. Momentul unei forte in raport cu un punct

O notiune foarte importantd utilizatd in
Mecanica corpului rigid este aceea de
moment al unei forte F fatd de un punct
oarecare O (forta F este aplicatid intr-un
punct oarecare A din spatiu O # A) care
se defineste prin :

Fig.SB2.1 M, (F)=0AxF

Din definitia produsului vectorial datd in capitolul I , rezultd ca
momentul unei forte /' fatd de un punct O, este un vector aplicat in punctul O,
perpendicular pe vectorii OA si F , sensul siu fiind determinat de sensul de

rotatie al lui F , dupa regula surubului drept iar mirimea sa dati de:

‘MO(F):‘Q‘-‘F‘-SMOL:F-CZ

unde: o este ungiul dintre O4 si F iar d este distanta de la punctul O la

suportul fortei F (bratul fortei, vezi fig. SB2.1).

Daca punctul O este originea sistemului cartezian de axe, punctul A are
coordonatele A(x,y,z) iar expresia analitici a fortei este: F =Xi +Yj+ Zk,

atunci expresia analiticd a momentului fortei F fata de O este:

i J ok
M, (F)=OAxF=|x y z|=(yZ-zY)i+(zX—xZ)j+(xY -yX )k
X Y Z

Componentele lui M (F): L=yZ-z¥Y; M =zX-xZ; N=xY-yX ,

reprezintd momentul fortei F fatd de cele trei axe Ox, Oy, Oz (asa cum rezultd
din paragraful urmator).

b. Momentul unei forte in raport cu o axa oarecare
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O alta notiune importanta utilizatd in Mecanica corpului rigid este aceea
de moment al unei forte F fata de o axa A, care se defineste ca proiectia
momentului fortei /° fatd de un punct, care apartine axei 4, pe aceastd axa:

MA(F):prAMO(F):S'MO(F)

a b c
M (F)=8-(0OAxF)=|x y =z
X v Z

unde: & =versA = ai +bj +ck

o Fig.SB2.2
Se observa ca daca A coincide cu axa Ox:
S =versOx=1
momentul fortei F in raport cu axa Ox este: M, =yZ-zY=L.

Analog: M, =zX -xZ=M; M, =x¥Y—-yX=N,

c. Torsorul de reducere al unui sistem de forte intr- un punct

Daci se considerd o fortd F aplicatd intr-un punct 4, al unui rigid, efectul

acestei forte este acelasi cu efectul celor doud elemente de reducere a fortei intr-
un punct O: forta F, s1i momentul fortei in raport cu punctul O M (F, ):

F aplicata in A, =
F, o
— {_ ’_ } aplicate in O
M, (F)

Daci se considerd un sistem de forte F
aplicate in punctele (4,)i-12..n $1 se face
reducerea pentru fiecare forta a sistemului
in punctul O , prin insumarea fortelor si
momentelor concurente rezultate se
obtine un sistem echivalent cu sistemul
dat format din doua elemete (fig.SB2.3):

S A\ - Rezultanta: R = Z F
— i=1
F

Fig.SB2.3 ! - Momentul rezultant:

i

Mo :iﬂo(ﬁ):iO_AixF
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Perechea formatid din R si M, se numeste torsorul de reducere al

sistemului de forte in punctul O: Tp.

d. Torsor minimal. Axa centrala

Daca se considera un alt punct O' in care
se face reducerea sistemului de forte

(0'20) rezultanta R=>F nu se
i=1

modificd (primul invariant) iar momentul
rezultant se modifica conform relatiei:

M,-M,+00xR=M,-00 xR

Deci torsorii de reducere in O si O' se
scriu:

Fig.SB2.3

Dacd se inmulteste scalar relatia de mai sus cu R, se obtine:
M, -R =M, R =ct ;constanta acesta se numeste trinomul invariant (al doilea

invariant). Daca se Tmparte trinomul invariant la modulul rezultantei se obtine
proiectia momentului rezultant pe directia rezultantei:

M, =M, R/R|

Pentru anumite puncte de reducere din spatiu, torsorul de reducere este
format din doi vectori coliniari (R, M, )si se numeste torsor minimal:

SRS

El

=

Axa centrala reprezintd locul geometric al punctelor din spatiu unde
facand reducerea sistemului de forte, rezultanta $1i momentul rezultant sunt doi
vectori coliniari; axa centrala este data de ecuatiile:

L-yZ+z¥Y M-zX+xZ N-xY+yX
X Y Z

sau sub forma parametrica:

o X=AX+(YN-ZM )/ R’

RXM, AR ! y=AY+(ZL—XN)/ R

5:_—
z=AZ+(XM -YL)/ R’

‘R
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2.1. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORTE COPLANARE

PROBLEME REZOLVATE
2.1.1. Asupra cadrului dreptunghiular din figura 2.1.1.a avand laturile

OA=a, OC=2a, actioneaza fortele coplanare: F,=F ,=+2F inclinate cu
unghiul ao=n/4 si F;=2Fcainfig. 2.1.1.a.

Se cer : 1) Torsorulul de reducere in punctul O.
2) Ecuatia suportului rezultantei R , prin tdieturi.
Rezolvare :

1) Se scriu expresiile analitice ale vectorilor forte:

F =(F coso.)i +(F sina)j=F(i+])
F,=—(F,cosa )i +(F,sina)j=F(—i+]) (a)
F,=-Fi=-2Fi
A
y A Fl 1?2 y
o . C D
D
S Q (0, 3é7’2-l
a ‘ R
§3 ",
[ *s,
... A¥a central\
B
. I
a A X P (3a/2,0)
> y E—— >
o Mo o . X
Fig. 2.1.1.a Fig. 2.1.1.b
3 —_ _ _

Rezultanta sistemului este: R = %F = R =-2Fi +2Fj (b)
Momentul rezultant fata de O este: (©)

— 3 - - _
M,=2M(F)=0CxF +ODxF,+OBxF,

i J k
M,=2ajxF(i+j)+|la 2a 0|+ (ai +aj)x(—2Fi) = M,=3aFk
~-FF 0

Torsorulul de reducere in punctul O este deci:

R=-2Fi+2F] = X=-2F; Y=2F, Z=0 @
M, =3aFk =L=M=0; N=3aF
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2) Ecuatia axei centrale: L-yz+z¥ = M —zX +xZ _ N —xY + yX

Y Z
pentru valorile de mai sus se scrie:
3a
—_ — + [
2Fz _ 2Fz _ 3aF —2Fx—2Fy - x+y 5 ©
-2F 2F 0 220

Axa centrala este o dreapta definita prin tdieturile ei:
P(3a/2,0) si Q(0,3a/2) ()
Sistemul de forte este echivalent cu torsorul t(R,M,)de reducere in

punctul O, sau sistemul de forte este echivalent cu o rezultanti unici R
situatd pe axa centrald (Intrucat in acest caz: R LM, =0, sau R-M,=0).

2.1.2. Se considera o placa dreptunghiulara avand laturile OA =2a, OC=4a
(fig. 2.1.2.) asupra careia actioneaza un cuplu in O si 4 forte coplanare
respectiv in A;, Ay Az Ay inclinate cu:a, =0, o,=n/4; o, =—n/4; o, =7 §i

avand modulele date: ‘]\7‘ =4alF ‘17‘1 =F; ‘}72‘ = 2\2F; ‘1?3‘ = 32F;
‘E‘ =4F . Se cere :

1) Torsorul de reducere in punctul O. y 4
.. . A B
2) Ecuatia axei centrale prin taieturi (Xp, yg) C d
(04
3) Cu ce este echivalent sistemul? X ’
2a F; 2a

Rezolvare F /<§.2
«— A, AR

1. Expresiile analitice ale fortelor, cuplului A,
M., si momentelor fati de O sunt: 5
5 2a a
F =X,i+Yj;
F —(F - F s = 1\_/[14-\3 A, a
_p—( piosocp)l+( L sina., ) j @ o ¥ o = — >
M, =M k;

M,(F,)=(xY, -y X, )k

Introducand valorile rezulta:
F =Fi; F,=2Fi+2Fj; F,=3Fi-3Fj; F,=-4Fi
M,(F )=0; M (F,)=0; M,(F,)=—15aFk; M,(F,)=8aFk;, M,=4aFk

(b)
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Rezultanta sistemului este prin urmare:

_ 4 _ 4 4
R=2XF = X=XFcosa =2F Y=XF sina
p=1 14 p=1 14 P p=1 14 P

Momentul rezultant fata de O este:

M

=1A70(E, )+ M, =-3aFk

2. Ecuatia axei centrale pentru sistemul de forte dat este:

N—-xY+yX=0:

x+2y=3a

Axa centrala este definita prin tdieturile (fig §2.2.2.a):

P(N/Y,0) xp=3a;

yp=0 si O(0,-N/X)

xo=0; yo=3a/2;

(©)

(d)

(e)

()

3. Sistemul de forte este echivalent cu torsorul de reducere in punctul O:
T(R,M,) sau cu o rezultantd unicd R situatd pe axa centrald (intrucat in

cazul unui sistem coplanar de forte: R LM, =0, sau R-M,=0).

A

y
B
C
\\\ 4a
Q(0.3a/2) P~ R
S
~.
SA
— & ~~_ Axa centrala
Mo \ 2a S -
O & A PGadX
Fig. 2.1.2.a
PROBLEME PROPUSE

Se considera placa plana avand forma si dimensiunile din figura (fig. 2.1.3
...2.1.6.) asupra careia actioneaza un cuplu si 4 forte coplanare respectiv in A,
A,, A, Ay inclinate avdand modulele i directiile date.

Se cere :

1) Torsorul de reducere in punctul O;

3) Ecuatia axei centrale si trasarea ei prin taieturi ;
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7a
A Date:
|F| = 25F;
iy 3a ‘F_;‘ _ \/gF

J\a Fig. 2.1.4 |F|=F; |F|=2F
Fig. 2.1.5 Date: Fig. 2.1.6
Date: Fl‘ =F;
Fl|F|=F: |F|-242F; 7l JaF;
| =5 7 243F.

y 174‘ =3F;

a

F,
F, . <
3a ™ _
o Fae
) 4a
0 2p x
D_ate:
F| =5ap;
‘Fz‘:zap" Fig. 2.1.7

47
e <«
3a S t_}}‘_&
< 47
Al % 4a
X
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REZULTATELE PROBLEMELOR PROPUSE

Nr. probl. Torsorul in O Ecuatia axei centrale | Punctele de inters. Ox
T0 si Oy
0 1 3 4
213 [R=-28Fi+34F 3,4x-2,8y=-12a P(-3.53a,0)
Y0 Mo = —12aFk 0(0,4,29a)
214 E: 3Fi+3F ] 3x-3y=2a P(2a/3,0)
Mo =2aFk 0(0,-2a/3)
21.5 4 R=-3Fi+2Fj 2x+3y=4a P(2a,0)
o Mo = 4aFk 0(0,4a/3)
21.6 = 3Fi+3Fj Ix+3y=-a P(a/3,0)
Mo =—aFk Q(O,a/3)
21.7 R =3api— ap; x+3y=23a P(23a,0)
0N Mo =—a’pk 0(0,23a/3)
21.8 [ R=5api+4ap; Ix-5y=-11,5a P(-2,875a,0)
"0\ Mo = 11542 pk 0(0,2,3a)

ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU
PROGRAMUL EXCEL SI REZULTATELE OBTINUTE

Algoritmul de calcul in EXCEL pentru datele concrete ale problemei

2.1.2.
DATE DE INTRARE
A B C D E F G H I J K L M
Nr.| xi/a | yi/a | Fi/F | coso, |sinoy | Xo/a | yo/a | Fy/F | cosa, | sino, | Xi3/a | ys/a | Fi/F
1 1 0 1 1 0 2 2 2.8284 10.7071]0.7071 1 4 4.2426
DATE DE IESIRE
N O P Q R S T U \Y W
cosa; | sinos | X4/a | ysa F4/F cosay | sin oy | My/aF X/F= Y/F=
2F; cosa,; /F 2F; sino; /F
C*D+H*I+ C*E+H*J+
M*N+R*S M*O+R*T
0.7071 | -0.7071 | ¢ 2 4 1 0 4 ) -1
X Y Z AA AB AC | AD AE
2x;Fisinq; 2yiF; cosa; M,,/aF =M, Xp/a yo/a |Xj/a| yj/a M;j,/aF =
/aF /aF +(Zx;F;sinay; - (-x;*Y+y;*X)/aF
Yy;F; cosa,)/aF +M,,/aF
A*C*E+F*H*J+ B*C*D+G*H*I+ X-Y+U Z/W | -Z/V -AC*W+AD*V+Z
K*M*O+P*R*T |L*M*N+Q*R*S
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| 1 | 8 | 3 | 3 ] 15 o] 5 | 7
2.2. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORTE PARALELE
PROBLEME REZOLVATE

2.2.1 Se considera un cub de latura a asupra cariua se apica un sistem de cinci
forte paralele verticale F} , 172 }_73 174 }_75 respectiv in punctele: A; (a,0,0); A
(0,a,0); A(a/2,a,a); A(a/2,a/20); A(a/2,0,a/2)( vezi fig. 2.2.1.a).
Fortele au acelasi modul: ‘FI‘ = ‘F’z‘ = ‘173‘ = ‘E‘ = ‘175 =2F. Secere:

1) Torsorulul de reducere in O;
2) Ecuatia axei centrale;

3) Porzitia centrului fortelor paralele.
A

A i Centrul vectorilor paraleli

NS °C(a/2, a2, 3a/2)

a
ﬁ 4&

o

A4

0
¥ A MO\P a/2,3/2; Y

‘A;(a

L
b <

central\

YE Fig.22.1a Fig. 2.2.1.b

Rezolvare:
1) Expresiile analitice ale vectorilor si ale rezultantei acestora, sunt:
F =F =-2Fk,F,=F,=F,=2Fk @
_ _ a
—>R=2Fk=X=Y=0;, Z=2F

Expresia analiticd a momentului rezultant este:
. 5

MO:EMO(E):()_AXE+O_AZ><I72+O_A3><173+(ﬂ4><174+0_/15x175

= M,=aFi—aFj=>L=aF; M=aF; N=0. (b)
2) Ecuatia generald axei centrale se scrie:
2Fa—4Fy:—2Fa+4Fx: 0 N xzyzg - (©)
0 0 2F 2

Intrucat pentru toate sistemele de forte paralele avem indeplinita conditia:

RIM,=0, sau R-M,=0 sistemul se reduce la o rezultantd R situata
pe axa centrala care este paralela cu fortele (cu axa Oz). ( fig. 2.3.1.b).
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Centrul vectorilor fortd paraleli C (&, 7, ) se determina cu ajutorul relatiilor:

5 5 5
>Fx,  IFy _ 3Fg
E=5— . n=5—., (=75 (d)
SF >F >F
Inlocuind valorile corespunzitoare, centrul vectorilor paraleli C are
a a 3a a a 3a
coordonatele : E=—, n=—, =—= (Cl—-, =, — e
S=y M=y 655 (2 2 2) ©)

2.2.2. Se considera un cub de
latura 2a asupra cariua se apica
un sistem de 6 forte in centrele
fetelor cubului de latura 2a avand
directia lui OB, , i=1,23,4 (fig
2.2.2) de module:

[F| =F, |F|=2F; |F|=3F;
=47 |7l -
Se cere :

1) Torsorulul de reducere in O;

2) Ecuatia axei centrale;

3) Centrul fortelor paralele

Rezolvare:
1)  Expresiile analitice ale vectorilor paraleli si ale rezultantei acestora, sunt:
F =F cosa, versOB — R =(ZF cosa,)- versOB (a)

OB X, i+ Yy, j+z,k
kw\Jm)+mu+&u
Expresia analiticd a momentului rezultant este:

M, = XM, (F, )= S F,(04 xversOB,

L—yZ+z¥Y M-zX+xZ N-xY+yX

unde versorul directiei OB se scrie: versOB

2) Ecuatia axei centrale:

Y - Z
3) Centrul Vectorilor fortd paralele C (& 7, ¢) se determina cu ajutorul relatiilor:
5 5
E Fx >FEy. XFz

=t — n="— (=1 (b)
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ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU
PROGRAMUL EXCEL SI REZULTATELE OBTINUTE
DATE DE INTRARE
A B C D E F G H I J
Nr.| xy/a | yi/a zi/a F(/F | cosoy Xz/a y2/a 7;/a F»/F COSQL2
1 1 1 0 1 -1 1 1 2 2 1
K L M N 0 P Q R S T U
X3/a yi/a z3/a F3/F | cosasz | X4/a y4/a Z4/a F4/F | cosoy | Xs/a
0 1 1 3 1 2 1 1 4 -1 1
\Y W X Y Z AA | AB | AC AD AE AF AG
ys/a | zs/a | Fs/F | cosos | X¢/a | ye/a | z¢/a | F6/F | cosas | Xp/a ys/a zp/a
0 1 5 1 1 2 1 6 -1 2 2 2
DATE DE IESIRE
AH Al Al AK AL
2F;xjcosa; / aF YF;yicosa; / aF 2F;zicoso; / aF A= versOBy | A,=versOB,
A*D*E+F*[*J+K*N*O+P*S| B*D*E+G*[*J+L*N*O+Q* |C*D*E+H*T*[+M*N*O+R*|AE/SQRT(AE” 2+ AF/SQRT(AE"
*THURX*YHZFACAD | S*T+VAX*Y+AA*AC*AD |S*THW*X*Y+AB*AC*AD| AFA+AGA2) 2+ AFA2+AGA2)
-8 -12 2 0,57735
AM AN AO AP AQ AR
A,/~versOB, R/F= X/ F= Y/F= | Z/ F= | Moy/aF =Az ZF;yicosai/aF
2F;cosa,;/F AvR/F | ANR/F | A,R/F -Ay ZF; z; cosai/aF
AG/ SQZI_{F:I;‘(GAPZA)2+AF Tf;iyrﬁ;g;}s)* AN*AK AN*AL | AN*AM AM*AI - AL*AJ
0,57735 -1 -0,57735 | -0,57735 | -0,57735 -8,0829
AT AU AV AW AX AY
Moy/aF =A, ZFiz; | Mo,/aF =AySF;x; | RMo/a’F=(XMovt | &/a | n/a | Cla
cosa,/aF- cosay/aF — Y.Moy
-A, XF;x; cosou/aF | -A, ZF;y; cosai/aF + Z.Mo,)/a’F =0
(verificare)
AK*AJ - AM*AH AL*AH - AK*AI AO*AR+AP*AT+AQ*AU | AH/AN | AI/AN | AJ/AN
5,7735 2,3094 0 8 12 -2

S-au obtinut deci urmatoarele rezultate pentru problema 2.2.2:
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1) Torsorul de reducere in O:

R =-0577Fi —0,577F]
i {1\70 =—8,083aFi +5,773aFj +2,309aFk ©
2) Ecuatia axei centrale:
—8,083aF —0,577Fy +0,577Fz 5,773aF —0,577Fz + 0,577 Fx
0,577F B 0,577F B @
2309aF —0,577Fx +0,577Fy
B 0577F

Intrucét pentru toate sistemele de forte paralele avem:

RIM,=0, sau R-M,=0 sistemul se reduce la o rezultantd R situatd
pe axa centrala care este paralela cu fortele (cu axa Oz).

3) Centrul fortelor paralele are coordonatele:
£=8a, n=12a, {=-2a= C(8a12a,-2a) (e)

PROBLEMA PROPUSA

2.2.3 Se considerd sistem de forte paralele verticale F ,F,, F,, F,care se aplica
respectiv in punctele: A; (3a,a,0); A; (a,2a,0); A; (2a,-a,0); A; (-2a,5a,0); (fig.

2.2.1.a). Fortele au modulele: ‘FI‘ =5F; }72‘ =3F; F}‘ =9F; }74‘ =F. Secer:
1)Torsorulul de reducere in O;
2)Ecuatia axei centrale si pozitia centrului fortelor paralele.
* ‘ A4
F, _
As
Fig. 2.2.3

Rezultate:
. R = 6Fk
1)Torsorul de reducere In O: t,: ¢ __ _ -
M, =—-13aFi +8aFj

2)Ecuatia axei centrale si centrul vectorilor paraleli: x = ga; y= —%a; C [% a,‘—%a;Oj
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2.3. REDUCEREA SISTEMELOR SPATIALE
DE FORTE SI CUPLURI.

PROBLEME REZOLVATE

2.3.1 Se considera un cub rigid de latura a, asupra caruia actioneaza fortele:
F,F, F, F, cain figura 2.3.1.a. Marimile acestor forte sunt cunoscute:

=+3F |F,

1) Torsorul de reducere in punctul O; 2) Torsorul de reducere in punctul B';

F, _4 =2F. Secer:

-

3) Ecuatia axei centrale; 4) Cu ce este echivalent sistemul?

Z
A o
0 AR C
A B
A’ b
a | _ﬂ‘ Axa
= R centrala
ki i
:* a Y ‘ ;\O c >
= A B AX
’ Fig.23.1.a Fig. 2.3.1.b
Rezolvare:

1) Expresiile analitice ale vectorilor fortd se scriu astfel:

F, =|F|versF, = ‘F“ ﬁF_“Z_“j”E:F(—Z—jHE)

o a3

F, = ‘F ‘versF =Fi, F,= ‘E‘versﬁ =Fj; F, = ‘E‘versﬁ =2Fk

e (a)
=R= ZE: Fk = X=Y=0, Z=3F

=1
si expresiile analitice ale vectorilor moment:
J— 4 —_ J— —_— _ —_— _ J— _—
M,=> M,F )=0BxF +O0AxF, + O0'xF, + OC'xF, =
i=1
= (ai + aj )xFi + akxFj + (aj + ak }x2Fk (b)

M,=Fa(2i-j) =L=2aF, M=-aF, N=0

2) Momentul rezultant in punctul B “se calculeaza cu ajutorul relatiei:
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M, =Mo +B'OxR =2aFi —aFj +(—ai —aj —ak )x3Fk =aF(—i +2) (c)
Ecuatia axei centrale se scrie:
L-yZ+z¥Y M-zX+xZ N-xY+yX

X Y 4
L 2aF -3y —aF+3Fx_0 _  a  a__p (d)
0 0 3F 3 3

si este o dreaptd perpendiculard pe planul Oxy (paralela cu axa Oz) care
intersecteaza Oxy in punctul D(a/3, 2a/3, 0).

4) Intrucdt M -R=0=M,1R sau M, =0, sistemul se reduce la un vector
unic R situat pe axa centrald. Prin urmare sistemul de forte (F,,F,,F,,F,)
aplicate in 4,,4,,43,4, este echivalent cu:

a. un torsor (R, M, ) aplicat in O;

b. o rezultantd unicd R aplicat Intr-un punct oarecare de pe axa centrala.

2.3.2. Se considera paralelipipedul dreptunghic rigid cu laturile: OA=3a ,
OC=4a , 0O0'=12a asupra caruia actioneaza fortele F,F,, F,,F, dupa
directiile diagonalelor AB’ CB’ CO’ respectiv AO’ (fig.2.3.2.a.). Fortele au
marimile: ‘171‘:‘}73‘:4F\/ﬁ, ‘E‘:‘E‘:?:F\/ﬁ
Se cere: 1) Torsorul de reducere in O;

2) Ecuatia axei centrale;

3) La ce se reduce sistemul?

A
Az z

C’ O’ C’

Axa
__4 cpntral\

Fig.2.3.2.a Fig.2.3.2.b

Rezolvare:
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1) Expresiile analitice ale celor patru forte sunt:

‘F‘verSF ‘F‘ ‘AB =4F 10 L =2 4aj +12ak =4F(i +3k) (a)

35 alo

CB 3az +12ak
=3F\17
3a+/17

‘F ‘versF =3F(i +4k )

= = = CO —4qaj +12ak -
=\F |versF. =|F. =4F+10 =4F(—j+3k a
|[F|versF, MCO, N T (-j+3k) (2

—3ai +12ak
‘F ‘versF ‘F ‘—‘ = 3F\/_7 3a\/ﬁ

Expresiile rezultantei si al momentului rezultant in punctul O vor fi:

=3F(—i +4k)

R=§Fj=48FE =X=Y=0, Z=48F (b)

4 _
M, =2M,F )= OAxF +0C><F +0C><F +0A><F

ik i k| i k i ]k
M,=3a 0 0 |+|0 4a O0|+0 4a O |+|/3a 0 0
4F 0 12F| 3F 0 4F| [0 —4F 12F| |-3F 0 12F

= M, =96aFi —72aFj
= L=96aF, M =T72aF, N=0 (c)
2) Ecuatia axei centrale se scrie:
96aF —48Fy —12aF +48Fx 0
0 - 0  48F

(d)

a ) ) . .
= x=7, v =2a,z=arbitrar , deci axa centrald este paraleld cu Oz

fiind chiar axa de simetrie a paralelipipedului, (vezi fig. 2.3.2.b).
RxM

Ecuatia axei centrale sub forma vectoriald se scrie: p = “+AR; sau

i Jj k
~|=2F 3F 2F |+ AF(-2i+3j+2k)A
2aF —14aF 13aF

Xi + yj + zk =

Deci ecuatiile parametrice ale axei centrale se scriu:
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x=6—7a—2F7»; y=£a+3FK; z=2a+2F7» (e)
17 17 17

3) Intrucat M,-R =0= M,1R sistemul se reduce la o rezultanti unici R
situatd pe axa centrala, (vezi fig. 2.1.2.b).

2.3.3. Se consideri sistemele formate din trei forte F,, F,, F, si trei cupluri

M

dimensiunile precizate in fig. 2.3.3; orientarea fortelor F, F,, F, este datd de

x?

M, M. ce actioneaza asupra unui paralelipiped avand forma si

vectorii AB, CD, EF, iar orientarea celor trei cupluri este dupa cele trei axe
de coordonate (Ox, Oy, Oz). Se dau modulele acestor forte si cupluri:

|F|=v22F; |F,|=5F; |F|=2F; |M|=|M |=0; |M |=2aF;

Sa se determine:
1. Torsorul de reducere al sistemului, in punctul O;
2. Torsorul minimal;

3. Ecuatia axei centrale;

C(0,a,3a)

X A(4a,3a,0)

Fig. 2.3.3

Pentru creerea algoritmului de calcul in EXCEL pentru problema 2.3.3. s-
au utilizat urmatoarele relatii:

» Expresiile analitice ale celor patru vectori:
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AB

:‘F‘ (xB_xA)lT—’_(yB_yA)j+(ZB_ZA)]; )
AB '

N =, ) (0, =y, S +(2,-2,) ()
F, :‘Fz‘-vers@; F, :‘E‘-versﬁ; M, = ‘Z\Z‘-versﬁl

» Expresiile analitice ale momentelor celor 3 forte in raport cu O:
M,(F)=04xF =(y,Z, -z V)i +(z, X, - x,Z ) + (x,Y, =y X, )i
M,(F,)=OCxF, =(y.Z, = 2.Y,)i +(2.X, = x.Z, ) + (x.Y, =y X, )i (b)
M, (F)=0ExF =(y,Z, =2,V +(2,X, = x,Z,) + (x,Y, =y, X, )i

» Componentele torsorului de reducere al sistemului in punctul O:

F. =|F|-vers 4B = |F)

R=Xi+Y+Zk; M, = Li + Mj + Nk (c)
» Componentele torsorului minimal:
Mmmzngfi+R$0Yj+R;yozE (d)
» Componentele produsului vectorial :
RxM,=(YN—ZN)i+(ZL— XN )j+(XM —YL )k (e)
din ecuatia vectoriald a axei centrale:
ﬁzxf+yj+zk:(§xA70)/R2+k§ (H)

Rezultatele calculelor conform relatiilor de mai sus sunt:
1. Torsorul de reducere in punctul O:

R=F(2i+2j+3k
v, KR 2T ®
Mo =aF(—-4i—6k)
2. Torsorul minimal:
. R=F(2i+2j+3k) )
"\ M i =—3,0588aFi —3,0588aF] —4,5882aFk
3. Ecuatia axei centrale sub forma parametrica:
x:—Ea+27»F;y:27»F;z:§a+37»F (1)
17 17

Relatiile de mai sus se regasesc in urmatorul algoritm de calcul:

ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU
PROGRAMUL EXCEL SI REZULTATELE OBTINUTE

DATE DE INTRARE

A B C D E F G H 1 J K L
Nr. | Xa/a | ya/a | z4/a Xg/a yp/a Zg/a Xc/a yc/a Zc/a Xp/a yp/a Zp/a
1 4 3 0 2 0 3 0 1 3 1 0 2
M| NJolrlolrI|Is]t]luvulv ] x| v
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Xg/a ye/a Zp/a Xp/a yr/a zp/a F/F F,/F Fi/F | My/aF |vers My, | vers My, vers M,
4 4 3 1 4 2 4,6904 5 2 2 0 0 1
DATE DE IESIRE
AA AB AC
(versF1), (versF1), (versF1),
(D1-A1)/SQRT((D1-A1)"2+ (E1-B1)/SQRT((D1-A1)"2+ (F1-C1)/SQRT((D1-A1)"2+
(E1-B1)"2+(F1-C1)"2) (E1-B1)"2+(F1-C1)"2) (E1-B1)"2+(F1-C1)"2)
-0,4264 -0,6396 0,6396
AE AF AG
(versF2), (versF2), (versF2),
(J1-G1)/SQRT((J1-G1)"2+ (K1-H1)/SQRT((J1-G1)"2+ (L1-I1)/SQRT((J1-G1)"2+
(K1-HD)N2+(L1-11)"2) (K1-H1)"2+(L1-11)"2) (K1-H1)"2+(L1-11)"2)
0,8 0,6 0
AH Al Al
(versF3), (versF3), (versF3),
(P1-M1)/SQRT((P1-M1)"2+ (Q1-N1)/SQRT((P1-M1)"2+ (R1-O1)/SQRT((P1-M1)"2+
(QI-N1)"2+R1-01)"2) (QI-N1)"2+(R1-01)"2) (QI-N1)"2+(R1-01)"2)
0 1 0
AK AL AM AN AO AP
X/F Y/F Z/F R’/F? (MoF1/aF), | (Mg F1/aF),
AAIT*SI+AEL* |AB1*S1+AF1*T1+| AC1*S1+AG1*T1 AKM+ALN2+ SI(B1*ACI1- SI(C1*AAl-
T1+ AH1*U1 AIl*Ul + AJ1*Ul AM"2 C1*ABI1) Al1*ACI)
2 2 3 17 9 -12
AQ AR AS AT AU AV
(MoF1/aF), (Mg F2/aF), (MoF2/aF), (Mg F2/aF), (MoF3/aF), (Mg F3/aF),
SI(A1*ABI- T1(H1*AGI- T1(I1*AEIl- T1(G1*AF1- UI(N1*AJ1- | UI(O1*AHI-
B1*AAl) I11*AF1) GI1*AG1) HI*AE1) O1*All) M1*AJ1)
-6 -9 12 -4 -4 0
AW AX AY AZ BA
(MoF3/aF), |L/aF= (Mg /aF),| M/aF = (My/aF), | N/aF = (Mg /aF), R.M/aF*
UI(MI1*AIl- | AOI+ARI+AUL+ |AP1+ASI+AVI+Y | AQI+ATI+AWI+ |AKI*AXI+ALI*AY1+AMI*AZ
NI1*AHI) X1*V1 1*V1 Z1*V1 1
2 -4 0 -6 -26
BB BC BD BE BF BG
(Muin/aF)x | (Mmin/aF)y | (Muin/aF), |(RxM,/aF)y| (RxM,/aF)y |(RxM,/aF),
BA1*AKI/AN | BAI*AL1/AN1 | BA1*AM1/AN1 ALI*AZ1- AMI*AX1- AKI*AY1-
1 AMI*AY1 AKI1*AZ1 ALI*AX1
-3,0588 -3,0588 -4,5882 -12 0 8

PROBLEME PROPUSE
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Se considerd un paralelipiped rigid, asupra caruia actioneaza fortele:
F.,F, F,,F, cainfigurile 2.3.4...2.3.10. Marimile acestor forte sunt cunoscute.

Se cer:
1) Torsorul de reducere in punctul O; 2) Torsorul de reducere in punctul C';

3) Ecuatia axei centrale sub forma parametrica;

Fig. 2.3.4
Date :
|F|=2v21F;|F,|=2V5F;
|Fy|=2F; |M|=10aF

Re zultate :

R =10Fk; M, =—4aFj—10aFk;

M, =20aFi —4aFj—10aFk;
x=40a; y=0; z=10A

X
A Fig. 2.3.5
z _
M Date :
o’ ok B B
& | [E=RER=oE
A B’ |F)|=3F, |M,|=5aF
Rezultate :

= 1 0. L I S . R=4Fk; M,=-8aFj;

a T C — _ _

’ } Fy Y M ~ =12aFi —8akFj,;

A B x=32a; y=0; z=4A
X
) Fig. 2.3.6
z = & Date :
o F> _ _
R |F|=~14F || = 3J10F
— B
F |F|=2F; |M)|=2aF
2 Rezultate

_t 0, 3a - R :_2}7;_6}7];; Mo :_SQE;
a A B x==2\ y=8a—6\; z=T72a
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o =7

4a

3a F;

C’

Fig. 2.3.7

Date :

7| =26F || = 1OF;
|[Fy|=2F; |M\|=5aF
Rezultate

R=6Fk; M,=-8aFj;

M, =18aFi —2aFj +5aFk;
x=12a; y=108; z=6

Fig. 2.3.8

C Date :
M TiE
| -7r:

Rezultate

F|=10F;

1\71‘:4aF

F Cy’ R =—Fi +2Fk; M,=-4aFi —alj,
M, =-2aFi -3aFk;

x=2a-2\ y=—-8a, z=a+2\

A
z, C Fig. 2.3.9
| Date :
|F| = 17F,|F| = V13F;
|F|=242F; |M|=2aF
Re zultate :

> R=-2Fi; M, =-2aFj;
]\76, = 2aFj—6aF/€;
x==-2A;y=0,z=4a

Fig. 2.3.10
Date :

7| =6F:|F| = 3F;
|F)|=2F, |M,|=4aF
Rezultate :

R =3Fk; M, =-2aFj—4aFk,

M, = 6aFi —2aFj —4aFk;
x=6a; y=0;,z=3\
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CAPITOLUL I11

CENTRUL MASELOR - CENTRE DE
GREUTATE

REZUMAT DE TEORIE
Centrul de greutate pentru un sistem rigid continuu de puncte materiale
are vectorul de pozitie p si coordonatele (€,1,() , date de relatiile:

J.de '[xdm I ydm '[de

(D) . ] n=o ¢ =)

’ J. dm’ J. dm’ I dm
(D) (D)

'[ dm
(D)
Se deosebesc urmatoarele cazuri particulare:
a. In cazul plicilor omogene (dm=pusdA, pus=constant), expresiile vectorului de
porzitie si coordonatele centrului de greutate sunt date de relatiile:

(D)

[Fda [ xd4 [ ya4 [ zda
—_ _ &) _ &) _
" da : [aa” " [aa =l
(8) (8) (8) (8)

b. In cazul barelor omogene (dm=gpds, w=constant) expresiile vectorului de
porzitie si coordonatele centrului de greutate sunt date de relatiile:

J)Fds J)xds J | vds J)st
’ a__[ds’n__[ds’q_m
0] (1) 1]

- J. ds
()

Dacd un sistem (continuum material) se compune dintr-un numar p de
subsisteme (S;), (S2),....(S,) avand masele: M;, M,, ..., M, si centrele de masa
(C), C,,...,C,) avdnd vectorii de pozitie: P, P2, P2, ... Pp, atunci vectorul de
porzitie al centrului de masa al corpului se determina cu relatia:
p P )4 p
zMiﬁi ZMi‘xi Miyi zMiZi
t:lp ,. (‘%: i=1 , ,r] — =1 , C — t:lp ,

> M, >, D W)
; j i=1

=1 i

p=
i=l i
Daca un sistem material este rezultatul eliminarii dintr-un sistem (S;) de
masa M; si centru de masa C;, a unui sistem (S,) de masa M, si centru de masa
C,, atunci vectorul de pozitie al centrului de masa C este dat de:
52 Mlﬁl _Mzﬁz . Z:.,: Ml‘xl _szz n= Mlyl _szz C: MIZI _Mzzz
M1_M2 , MI_MZ ’ MI_MZ ’ MI_MZ
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In tabelul urmator sunt date formule pentru calculul centrelor de greutate
ale unor corpuri omogene uzuale:

Nr. Tipul corpului Figura Coordonatele centrului de
crt. omogen greutate
1 Bara omogeni de y4
lungime L CEn)
L .
&= 2 n= 0
2 Bara omogena: arc de
cerc de raza R si )
semideschiderea o, £=R Sind o
a
3 Placa omogena in
forma de sector .
circular de razi R si £ = ER Sind 0
semideschiderea a 3 a
4 Placa omogena in 2 sin’ o
forma de segment de &= ER .
cerc de razi R si O —Ssimocosa
semideschiderea o, n=0
5 lrlacﬁ onvlogenz“} planz} y CEn) X, tx, X,
in forma de triunghi &= ,
B 3
A
"o > n= YitVs+)p
3
6 | Corp omogen conic de E=0, n=0;
iniltime h
inalti 3k
4
7 Corp omogen =0, n=0,
semisferic de raza R 3R
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3.1. CENTRUL DE MASA PENTRU BARE OMOGENE
PROBLEME REZOLVATE

A

3.1.1 Se considerd o bara omogena, de forma
unui carlig plan (in planul Oxy ca in fig. 3.1.1),
pentru care se cunosc dimensiunea a, razele
semicercurilor si lungimile barelor.

Se cer coordonatele centrului de masa al

4 o, carligului C (&), in raport cu sitemul de axe
dat.
22 03 GCa | Rezolvare:
O Cs X Carligul se compune din patru segmente de
bara simple:
Fig. 3.1.1 » doua segmente sub forma de semicerc avand

centrele de masa notate cu  C;(x;, y; ), C;
(x3,y3), respectiv lungimile L; si L;

» doud segmente drepte avand centrele de masa C, (x,, y,), Cy (x4 y4) respectiv
lungimile L, ,L,.

Fatda de sitemul de axe Oxy, coordonatele centrului de masa C (&) al
carligului, se calculeaza cu formulele :

2 Lx, Ly,
E=—. n="—. (a)
;1 L ;L.
Pentru segmentul de bara (1) avem:

X, =-a

Olcl:Rsma:a 2:2_(1 = y1=4a+2:>C1(—a, 4a+2—a) (b)

o n T T T
2 L =mna
Pentru segmentul de bara (2) avem:
x,=0
v, =2a=C,(02a) (c)
L, =4a
Pentru segmentul de bara 3) avem:
X, =2a
: sin—
0,C,=RM% _pq 2% ), _ % C{za,—“—“] (d)
o s T T T
2 L, =2ra
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Pentru segmentul de bara (4) avem:
xy=3a, y,=0 L,=2a=Cy4(3a, 0). (e)

Se introduc valorile calculate in formulele lui & si 1 obtinandu-se:

2(2n+1)a 2(2n+1)a
£=q; _2(2n+la a, 2(2n+1)a (f)
3(n+2) 3(n+2)
Acelasi rezultat se obtine cu ajutorul urmatorului tabel:
Corpul Forma Li X Yi LiXi LiYi
nr. corpului
{ o na -a 4a 122 —na’ (4m +2) a°
o T
1
2 4a 0 2a 0 8a’
3 2na 2a _4a 47a’ —8a®
T
4 A 2a 3a 0 6a” 0
2a
Y > 3a(n+2) - - 322 (n+2) | 2a’ 2m+1)
A 3.1.2 Se considerd un cadru spatial
z o format din 4 bare omogene sudate §i
: dispuse in raport cu sistemul de axe Oxyz,
c ca in fig. 3.1.2. Se cunosc dimensiunea a,
4 . . .
a Y razele semicercurilor (lungimile barelor).
e Se cere pozitia centrului de masa al
\'o--« /. y cadrului in raport cu sistemul de axe ales
a >
G Rezolvare:
Pentru arcele de cerc pozitiile centrelor
Fig.3.1.2 de masa sunt date de:
a T
sina, 4 2av2 sina.  2a~?2
oc,=RM% 4 4= */_, 0,C, =R = V2 (2)
o T o T
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Coordonatele centrelor de masa ale segmentelor de bara si lungimile
acestora vor fi:

C, (ﬁ, a, ()}- L=a; C, (2_",0’ 2_") L = na.
2 T T 2 )
C( a 0}. L=a C( a(n-2) a(n—z)j; L -
2 T T 2

Pentru determinarea coordonatelor centrului de masa al cadrului spatial C
(€,n,0) aplica formulele:

4 4 4
§Li‘xi ELiyi ELizi
E_>:F4 ’n:F4—’ C:li4 . (C)

L > L,

i=1

Inlocuind valorile se obtin coordonatele centrului de greutate :
5 m+1 T

§=———F7a N=——+a G¢=——a. (d)
2(n+2) 2(n+2) 2(n+2)
Acelasi rezultat se obtine completind urmatorul tabel:
COl‘p Forma Li Xj Yi Z; LiXi Liyi LiZi
nr. .
corpului
1 ’ a a a 0 a’ a’ 0
) : Py 2
G
2 a a a 0 a’ a’ 0
2 2
3 na | 2 0 2a a’ 0 a’
2 § n
4 ma 0 | a(n-2)| a(r—2 0 a’(m-2)| a’(n-2)
2 T T 2 2
)y a(2+m) - - - 5;312 (t+2)a’ ma’
2 2
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S3.2. CENTRUL DE MASA PENTRU PLACI OMOGENE
PROBLEME REZOLVATE

4y 3.2.1 Se considera o placa plana
omogend avand forma din fig. 3.2.1 . Se
cunoaste dimensiunea a.

Se cere sa se determine pozitia centrului
de masa C (&n ) al placii fata de
sistemul de axe Oxy considerat in fig.
3.2.1.

Rezolvare

v

Placa omogena se compune din 4 parti
simple avand centrele de masa C; (x;, ;)
Fig. 3.2.1 siariile 4; (i=1,2,3,4) cain fig. 3.2.1.

Tinand seama de relatia care da pozitia centrul unui sector circular de raza
R siunghi la centru 2o, avem:

. T . T
sin— sin
02C2:E.3a. 4:4\/561; 04C4:z‘a' 2:4_a (a)
3 T T 3 n 3n
4 2

Coordonatele centrului de masa al placii fata de sistemul de axe Oxy se
determina cu ajutorul relatiilor:
_ Alxl + Azxz — A3x3 — A4x4 A1y1 + Azyz — A3y3 — A4y4

b = b
; A+A -4 -4, " A+A —A -4, (®)

Pentru fiecare din cele patru placi simple: placa 1(dreptunghiul 3a x 2a),
placa 2 (sector circular de raza 3a), placa 3 (triunghiul @ x 2a , care se
decupeazad) si placa 4 (sector circular de raza a , care se decupeaza) avem:

x,=3a/2; y,=a;, A =6a’

x,=3a-4a/mn; y,=2a+4a/n;, A, =9na’/4 (c)
x,=8a/3; y,=8a/3; A =a’

x,=2a; y,=4a/3n;, A =na’/2

Inlocuind in relatiile lui £si 7 de mai sus se obtine:

_(69n-32) _2(27n+70)

= , a,sau &=14667a; n=2,458a. (d
37+20) " VT 3(7r+20) . " @

La acelasi rezultat se ajunge completand urmatorul tabel :
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Corpul nr. Figura Ai Xi Vi Ai Xi Ai Vi
v A ‘ 632 3a a 933
2a [0 Py
o 3a
Yy 2 4 4a | 9 ;
/ . 9a’m 3a- 22 2a+ 22 | Za¥Gr-4) 91(75_2)
4 T T 4 2
2 2.0,
3a <
o' >
’ I 2a _a2 % 83 _873'3 _87213
3 ‘ 2 3 0 3 3 3
o | >
’  ma? 2a 4a —na 25
4 T D s, 2 3 3
[e) ‘ a a 304 =
> - 77‘c+20a — — 691 — 32 2 27+ 70 o
4 12 6

Fig. $3.2.2

_Ax +Ax, —Ax — 4.x,

§

A+A -4 -4,

b

3.2.2 Se considerd o placa plana
omogena avand forma din fig. 3.2.2.
pentru care se cunoaste dimensiunea a.
Se cere sa se determine pozitia centrului
de masa C (&n ) al placii fata de
sistemul de axe Oxy considerat.

Rezolvare

Coordonatele centrului de masa al placii
fata de sistemul de axe Oxz se determina
cu ajutorul relatiilor:

— Alyl +Azy2 _A3y3 _A4y4
A+ A —A -4,

(a)

Tinand seama de relatia care da pozitia centrul unui sector circular de raza

R siunghi la centru 2« , avem:

Sin —

; 0,C,==4a-
3

. T
2 My 1632

3n

7 (b)
4
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Pentru placa simpla 1(dreptunghiul 6a x 4a):
x, =3a; y, =2a; A =24a’ (c)
Pentru placa simpla 2 (sector circular de raza 2a):
x,=4a; y,=4a+8a/3n;, A, =2na’ (d)
Pentru placa simpla 3 (triunghiul 4ax a, care se decupeaza):
x,=a/3; y,=8a/3; A,=2a’ (e)
Pentru placa simpla 4 (sector circular de raza 4a, care se decupeaza):
x, =6a—16a/3n; y, =16a/3n;, A =4na’ 6))
Inlocuind in relatia de mai sus se obtine:
136 —24n 4010+ 37
E=——"—a=2, , :(—)a=3,296a ()
3(11-n) 3(11-m)
La acelasi rezultat se ajunge daca se completeaza urmatorul tabel :
Figura nr. Forma A; X; Yi Aix; Ay
244’ 3a 2a 722’ 48a°
1 X
2ma’ 4 da+ 32 N R
3n 3
2
o <
’ Tw 22’ a 8a 25 _16.
3 4a 3 3 3
O : >
Ji N RPN U LR (P VM YCH AP
3n 3n 3 3
4
3 (22-2m)a’ - - 278 - 48m ;| 80+ 247
3 3
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3.2.3 Se considerd o placa omogena de forma unui patrat de latura a din care
se decupeaza un triunghi isoscel de inaltime h ca in fig. 3.2.3. Se cere sa se
determine inaltimea triunghiului isoscel astfel incdt centrul de masa C (&,n) sa
coincida cu virful triunghiului.

y ! Rezolvare:
a Fatd de sistemul de axe Oxy din fig. 3.2.3,
coordonatele centrelor de greutate pentru patrat
¢ s1 pentru triunghi sunt:
A
C a Ci(0,a2), Cy0,h/3) (a)
h C, iar ariile corespunzatoare sunt:
v »
0 g h
o4 =d 4= (b)
Fig. 3.2.3 2
Coordonata a centrului de greutate dupa Oy se dxetremina cu ajutorul
.. Ay —Ay
relatiei: n=—"—"-"2=. C
et = (©)

Conditia 7=h  conduce la urmdtoarea ecuatiec de gradul II in 4:

+
2h* —6ah+3a’ =0 avand solutiile: 4, = 3 _2\/5 a (e)

3-43
2

Intrucat h<a , are sens numai 4 = a =0,634a ()

PROBLEME PROPUSE

Pentru placile plane omogene avand forma si dimensiunile ca in figurile
3.2.4... 3.2.13 se cere sa se determine pozitia centrului de greutate C(&,1) in
raport cu sistemul de axe Oxy considerat.

y
Ya 2a 3a f/o
X O
'& \
‘ * > 3a
(0]
Fig.3.2.4
Fig. 3.2.5
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< 3a >
(@)
J‘ / < 3a
0,
< a X
Pa
4
2 /
2
y /
v
Fig.3.2.6 y
Y
Fig. 3. 2.7
A
< 2a
X
v
A
2a
Fig. 3.2.8
A
y y
a 2
/ 5 2a
2a
2a 2a
6o 4a 2a
4a 2a
X
0 6a s
X
O 2a a a
Fig. 3.2.10 Fig. 3. 2.11
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Ay y /
42 Fig.32.13
6a
X 0 / X
a a 2a g
RASPUNSURI
Nr.pr. g n
3.2.4 (12n 4145 _ 06, 4838 53565,
3(2n +14) (2n+14)
3.2.5 (284 + 457[)& =25324a M =0,8114a
3(34 + 7n) (34 +7n)
3.2.6 2(56 +6m)a _ 215634 (88 +9rja 1,6748a
3(20 + ) 3(20 +n)
3.2.7 (116+97T')a =26212a M:1,753a
3(20 + 7) (20 +x)
3.2.8 (520 +8ttl _, 40 20154 -48nk _ ) 1364,
3B6+1) 3(66+n)
329 0 oa
98 _00656a
3(32-23-n)
3.2.10
3.2.11
3.2.12
3.2.13

3.3. CENTRUL DE MASA PENTRU CORPURI OMOGENE
PROBLEME REZOLVATE

3.3.1 Se considerd un corp omogen tridimensional cu o axa de simetrie, avand
forma din fig. 3.3.1, format dintr-o semisfera de diametru D=2R=40mm si un
cilindru de inaltime h=50mm si diametru d=2r =22mm.
Se cere sa se determine pozitia centrului de greutate al nitului C ( 0,0, in
raport cu sistemul de axe considerat in figura.
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Rezolvare
Pentru sistemul de axe Oxyz considerat in
Py fig. 3.3.1 centrele de greutate ale celor doud
| corpuri simple se afld pe axa de simetrie Oz;
astfel:
» pentru semisfera:
- 3
| ooc=s =22y @
X 8 16 12
o > pentru cilindru:
. oc,=—z,=" oy =mh (b)
—— 2 4
PR
Viz +V,z, 3(D'-8d°h*)
Fig. 3.3.1 6= B ST (©)
1g. 2.3 V.+7V, 16(D° +3d°h)
Se obtine: ¢=-0,977 cm (d)

3.3.2. Se considerd un corp omogen tridimensional cu o axa de simetrie format

dintr—o semisfera si un con ca in fig. 3.3.2. Se cunoaste raza semisferei R si a
bazei conului r =R.

Se cere inaltimea h a conului astfel incat centrul de greutate al corpului sa
coincida cu centrul bazei conului (sau cu originea sistemului de axe C =0)

Rezolvare:

Conul s1 semisfera au centrele de greutate
C; s1 C, pe axa Oz avand coordonatele :

z, =0C, :%, z, =-0C, z—%R (a)

Volumele celor doud corpuri simple sunt:

y
B o 2
V.==Rh,;, V,==nR’ (b)
3 3
Coordonata centrului de greutate dupa axa Oz se
Fig. 3.3.2 determina cu ajutorul relatiei:

Wiz, +V,z, _l.hz - 3R’

: V.+V, 4 h+2R

(c)
Impunénd conditia: C=0, adica =0  rezulta:

W—-3R =0 (d)
cu solutiile 4 = +R~/3, are sens numai 4 = Rv3 =1,732R (e)
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CAPITOLUL 1V

ECHILIBRUL FORTELOR APLICATE
SOLIDULUI RIGID

REZUMAT DE TEORIE

a. Teoremele generale ale echilibrului rigidului liber

In cazul rigidului liber, echilibrul este realizat dacd si numai daca torsorul
de reducere al sistemului de forte care actioneaza asupra lui, intr-un punct O,
este nul:

R=0 X, =0, Y =0, Z =0
,=0 & < 2X R 2.2
M,=0 YL =0, M, =0, >N, =0
unde:
> XY, Z sunt proiectiile fortelor exterioare F, pe axele sistemului

cartezian Ox, Oy, respectiv Oz;

» X, y:z; - coordonatele punctului de aplicatie al fortei 17

» L= XY WiZr-z;Y), Mi= X (z2Xi-x:Z;), N;= X (x;Y-y:X;) - proiectiile momentelor
fortelor exterioare F, pe axele sistemului cartezian Ox, Oy, respectiv Oz;

Daca sistemul de forte ce actioneaza asupra rigidului liber este coplanar
(de exemplu:se afld in planul Oxy) atunci ecuatiile de mai sus devin:

R=0 X =0, Y =0
rO:O<:>{ @{Z ’ Lt

M,=0 >N, =0

o

b. Teoremele generale ale echilibrului rigidului supus la legaturi

Daca rigidul este supus la legdturi (prin legaturi se intelege un numar de
constrangeri geometrice care se aplicad rigidului care duc la micsorarea
numarului de grade de libertate - pentru rigidul liber acest numar este 6), se
aplica axioma legaturilor care postuleaza ca: orice legatura geometrica poate fi
intotdeauna suprimata §i inlocuita cu elemente mecanice corespunzatoare (care
pot fi forte sau momente-cupluri de legatura) numite reactiuni.

Daca se noteaza torsorul fortelor de legaturd cu: 1% < {

: . . R*
si torsorul fortelor exterioare (aplicate) cu: T, & {_

atunci echilibrul rigidului este realizat daca si numai daca :
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e R*+R* =0
To+tT, =0 &
MS+MF=0

X +X*%=0, Y +Y*“=0, Z'+Z"* =0
L'+L%=0, M"+M"* =0, N“+N“=0
Legaturile ideale uzuale ale rigidului sunt :
reazemul simplu (prinderea cu fir)
articulatia sferica

articulatia cilindrica (articulatia plana)

YV V VYV V

incastrarea.

Prin suprimarea unei legaturi, conform axiomei legaturilor se introduc

PRI

forte daca sunt suprimate translatii, cupluri daca sunt suprimate rotatii. Aceste
elemente sunt necunoscute ale problemei date.

Daca rigidul este supus unor legaturi reale (cu frecare) atunci la conditiile
de echilibru de mai sus (cele 6 ecuatii generale) se mai adauga relatia/relatiile
corespunzatoare tipului de legatura cu frecare existent si anume:

» frecarea de alunecare din cuplele de alunecare: 7 < uN ;

» frecarea de rostogolire din cuplele de rostogolire: M, <sN;
» frecarea de pivotare din pivoti axiali: M , <uR N ;

» frecarea din lagarele cu alunecare: M, <ur F.

In toate cazurile legaturilor cu frecare , aceste forte /cupluri se opun
totdeauna tendintei corpului de a executa orice fel de miscare.

4.1. ECHILIBRUL RIGIDULUI LIBER SUB
ACTIUNEA UNUI SISTEM SPATIAL DE FORTE

PROBLEME REZOLVATE

4.1.1. Se considerd o placa omogena in forma de paralelipiped dreptunghic cu
muchiile OA=4a, OC=6a, OO’=a, aflata in echilibru sub actiunea greutatii
proprii G, a fortei P cunoscute ca directie sens si modul si a fortelor (Fy)i-; 5.6
cunoscute ca directie §i sensuri dar necunoscute ca modul (fig. 4.1.1). Se cer
marimile fortelor F; pentru ca echilibrul fortelor sa aiba loc .

Rezolvare:

Expresiile analitice ale vectorilor forte fata de sistemul de axe Oxy sunt:
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P="Pj; G=-G
F=Fk; F,=Fk
o A )
y F;:F;k, 4:F:‘l,.
F,=Fi; F=F]

Expresiile  analitice  ale
momentelor acestor forte 1n
Fig. 4.1.1 raport cu O sunt:

M, (P )=0A4'x P =(4ai + ak )x Pj = 4aPk — aPi
M (G )=0DxG =(2ai +3aj +0,5ak ) x (-Gk ) =2aGj — 3aGi

M (F )=0AxF, =4ai x Fk =—4aF, ]

M (F,)=0BxF, =(4ai +6aj ) x F,k =—4aF, j + 6aF,i (b)
M (F,)=0Cx F, = 6aj x F.k =6aF.i

M (F,)=0C'xF, = (6aj + ak )x F,i =—6aF,k + aF,

M (F,)=00'xF, =ak x F,i =aF,j

M (F.)=0AxF,=4ai xF,]j =4aF.k

Ecuatiile vectoriale de echilibru ale rigidului liber (R =0, M, =0),
scrise in proiectii pe cele trei axe ale sistemului triortogonal Oxyz sunt:

X=F+F =0 L =-aP-3aG +6aF, +6alF, =0

Y=F+P=0 M =2aG —4aF, —4aF, +aF,+aF, =0 (c)

Z=F+F,+F,-G=0 N =4aP—-6aF, +4aF, =0

Rezolvand acest sistem de 6 ecuatii cu 6 necunoscute rezulta:

F=G/2-P/6; F,=0; F,=P/6; F.=0; F,=G/2; F,=—-P.(d)

4.2. ECHILIBRUL RIGIDULUI SUPUS LA LEGATURI
SUB ACTIUNEA UNUI SISTEM DE FORTE COPLANARE

PROBLEME REZOLVATE

4.2.1 Se considerd o bara omogena de lungime AB=21( si greutate G care se
reazema cu capatul A pe un perete vertical iar in punctul D pe o muchie fixa
situata la distanta a fata de peretele vertical (fig. 4.2.1.a). Legaturile din A si D
sunt fara frecare.  Se cer: 1) unghiul 6 pe care il face bara cu orizontala
pentru echilibru, 2) marimile reactiunilor din A si D.
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Rezolvare

Se alege sistemul de referintd Oxy convenabil si conform axiomei
legiturilor se introduc in A si D fortele de legiturd N, si N, (fig. 4.2.1.b).

Ecuatiile de echilibru a fortelor care actioneazd asupra barei scrise In
proiectii pe cele trei axe sunt:

>X,=0: N,-N,sin0=0

YY=0: N,cos6-G=0 (a)
a
M, =0: —GlcosO+N =0
M, « " cos0 ?
Primele doua ecuatii conduc la:
/)
' iy
N = 1 G, NAzsmeG (b)
cos 0 cos 0

care introduse in ecuatia a treia conduc la:

cos 0 = 3\/%, sau ©=arccos 3\/% ()

Echilibrul este posibil daca: Ny,
a y A C B
0<3 ZSL sau 0<a</ (d) 0
A _ l@
Inlocuind valoarea unghiului 6 in Na X
expresiile reactiunilor N, si Np se obtine: A=0
<+«—3—»
!
N, =G-3|—,
? 3\/; (b)
, 2\ ©) Fig. 4.2.1
NA =G 3|— -3 ]—(—]
a l

4.2.2 Se considerd o bara omogena de lungime AB=21( si greutate G care se
reazema cu capatul A in coltul format de un perete orizontal si unul vertical, iar
in punctul D se reazema pe o muchie fixa situata la distanta a fata de peretele
vertical (fig. 4.2.2.a). Legatura din D este fara frecare.

Se cer marimile reactiunilor din A si D.
Rezolvare

Se alege sistemul de referintd Oxy ca in fig. 4.2.2.b si conform axiomei

legdturilor se introduc in A s1 D fortele de legdtura N, si N,
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B A B
y
2/
y 20 ‘9 : D \e
/) C f/ 777 V\ED
7 G
/ ﬁA X
A ’A >
T @ - fa=o
<« Fig. 4.2.2 et o)

Ecuatiile de echilibru a fortelor care actioneaza asupra barei in proiectii pe
cele tri axe se scriu:
>X,=0 H,-N,sin6=0

Y =0 V,+N,cos6-G=0 ()
SM,=0 —Glcos@+N,—2—=0
cos 0
Din ecuatia a treia se obtine:
NDngcosze (b)

iar din primele doud ecuatii rezulta componentele reactiunii din A:

H, :G-ﬁ-sinG-cosze;
a

V,= G(l — £cos3 9).

a

(c)

Deci marimea reactiunii din A este:

R, =H +V/ =G-\/(£-Sine-cos2 9) +(1—£cos3 Gj (d)

a a

4.2.3 Se considerd o bara omogena
de lungime AB=2( si greutate G
care se reazemd cu capatul A pe o
cavitate semicilindrica de raza a,
iar in punctul D pe muchia fixa a
cavitatii (fig. 4.2.3.a). Rezemarile
din A si D sunt fara frecare.

Se cer:
1) unghiul @ pe care il face bara cu
orizontala pentru echilibru,
2) marimile reactiunilor din A §i D.
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Rezolvare

Se alege sistemul de referinta
Oxy convenabil si conform axiomei
legaturilor se introduc in A si D
fortele de legaturd N, si N, (fig.
4.2.3.b). Ecuatiile de echilibru a
fortelor care actioneaza asupra
barei se scriu:

Y>X,=0 : N,-Gsin6=0
Y =0 : N,sin0+N,-Gcos8=0 (a)
M =0: —GlcosO+N,2acos6=0

Din prima si a treia ecuatie se obtin marimile reactiunilor N, si N, :

N,=Gsin6; ND:Gi (b)
2a
Inlocuind aceste valori in ecuatia (b) rezulti ecuatia de gr. II:
4acos’ 00—V cosO—2a=0 (c)
+ 2 2
avand solutiile: cos0 = L= ¥* 324 (d)

8a

Intrucat problema are sens daci : 0 <0 <1/ 2, este valabild doar solutia

(++0 +32a° -

8a

pozitiva. Conditia de echilibru se scrie: 1= /<2a (e)

4.2.4 Se considera o placa triunghiulara omogena de greutate G situata in plan
vertical, care se reazema in A pe un perete vertical iar in punctul O este
articulata de mediul fix (dimensiunile placii si distanta de la articulatie la
peretele vertical sunt date in fig. 4.2.4.a). Legaturile din A si O sunt fara
frecare. Se cer marimile reactiunilor din A si O.

Rezolvare

Se alege sistemul de referintd Oxy convenabil si conform axiomei
legiturilor se introduc in A si O fortele de legaturd N, , X, si Y, (fig. 4.2.4.b).
Ecuatiile de echilibru a fortelor care actioneaza asupra barei, in proiectii pe cele
trel axe se scriu:

YX, =0 X,-Gsin0—N,cos6=0
YY =0 Y,-Gcos0+N,sin=0 (a)
YM,_ =0 (N,sin0)8a+(Gsin®)y.—(GcosB)x.=0



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICA 65

DNNNNNNN

Yo YN\ )

(a)
Fig. 4.2.4
Din a treia ecuatie (a) se obtine :
N, = G(x—c cos —y—cj,- (b)
8a sin® 8a

Inlocuind aceastd valoare in prima si a doua ecuatie (a) rezulta:

X, = G(sin@—x—cﬂ—&cos 6}'

(©)

V, = G(COS 0 +&sin 0 —x—CCOS OJ
8a 8a

Din triunghiul OBA se determina :cos6 = l sin® = ﬁ Coordonatele

centrului de greutate al placii C(x¢, y¢) se determind cu ajutorul relatiilor:
— A1xc1 — Azxcz S Ve = A1yc1 — Azycz : (d)
Al B Az Al - Az

C

unde:

A =16a’; 4, =na’ /2,

e
x,=1la/3; y.,=4a/3; x.,=4a; y.,=4a/3n )
Inlocuind rezulti:

x, = XA 5 478505 v, =22 143034 ()
3(32-m) 3(32—-m)

Deci valorile reactiunilor dupa inlocuirea parametrilor de mai sus sunt:
N,=0216G, X,=0974G; Y,=0313G (g)
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4.2.5 Se considerd o placa triunghiulara omogena de greutate G, situata intr-un
plan vertical, care se reazema in A pe muchia unui perete vertical, iar in punctul
O este legata de mediul fix printr-o articulatie cilindrica (dimensiunile placii §i
distanta de la articulatie la peretele vertical sunt date fig. 4.2.5.a). Legaturile
din A §i O sunt fara frecare. Se cer marimile reactiunilor din A si O.

3a 3a

4a 0
(a) Fig. 4.2.5

Rezolvare

Se alege sistemul de referintd Oxy convenabil si se introduc in A s1 O
fortele de legatura N, , X, si Y, (conform axiomei legaturilor, fig. 4.2.5.b).
Ecuatiile de echilibru a fortelor /momentelor in proiectii pe cele trei axe sunt:

>X,=0 X,-Gcos6+N,=0

Y =0 Y, -Gsin6=0 (a)
M, =0 N,-5a+(Gsin®)x.—(Gcos6)y.=0

Din a doua ecuatie se obtine: Y, =Gsin0 (b)

Din a treia ecuatie se obtine :

N - (yc cos®  x.sin GjG; ©
Sa Sa
Inlocuind aceasta valoare in prima ecuatie rezulta:
X, = (cos g2 0 NECELL e)G; (d)
Sa Sa
L : . : 4 3
Din triunghiul OBA se determina valorile : cos 0 = g sin@ = 3 (e)
Pozitia centrului de greutate al placii triunghiulare C(x¢, y¢) se determind
: . Ax., —A Ay, —A
cu ajutorul relatiilor:  x,. = Yo 7 e J Ve = Yo T Ve , )

Al _Az Al _Az
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unde:

A =27a’; A, =9ma’/4;

X, =2a; y,=6a x.,=4a/7n; y.,=9% —4a/n (®)
Inlocuind rezulti:

%=1 ;O_an =22577a; y, = %a — 538764 (h)
Valorile reactiunilor dupa inlocuirea parametrilor de mai sus sunt:
N,=0591G; X,=0,09G, Y,=08G. (1)

4.2.6. Se considerd un cadru legat de mediul fix printr-o articulatie cilindrica O
si un reazem A, asupra caruia actioneaza un sistem de forte, cupluri si sarcini
distribuite uniform ca in fig. 4.2.6.a. Se cunosc: a, g, o, F=2aq, M=3d’q.

Se cer marimile reactiunilor din reazemul A si articulatia O.

y M

TTHTHT

A

A

\\

@ Fig. 4.2.6 (b) o

Rezolvare

Se alege convenabil sistemul de referintd Oxy si se introduc in A si O
fortele de legatura N, , H, si V, (conform axiomei legaturilor, fig. 4.2.6.b).
Sarcina uniform distribuita ¢ se inlocuieste cu o fortd echivalentd concentratd F.
ce actioneaza la mijlocul distantei pe care este sarcina distribuitd: F,=4agq.

Ecuatiile de echilibru a fortelor care actioneaza asupra barei, in proiectii
pe cele trei axe se scriu:

>X, =0 H,+Fcosa—F, —N, sina=0
Y =0 V,-Fsina+N,cosa=0 (a)
M, =0 (N,cosa)-4a+F -2a—(Fcos0)-2a—M =0

Rezolvand acest sistem rezulta:

4 — 11
N, :L“Saq’- H,=|—-cosa |ag, V,= §+2sina—cosa aq (b)
4cosa 4 4
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4.2.7 Se considerd un cadru plan legat la mediul fix printr-o articulatie
cilindrica A si un reazem B, asupra caruia actioneaza un sistem de forte, cupluri
si sarcini distribuite uniform si triunghuilar, ca in fig. 4.2.7.a. Se cunosc: a, q,
Fi=ap, F-=4ap, Fs=ap, M=3a’p. Se cer marimile reactiunilor din A si B.

v T

‘
—
<

<

<
<

T
w2

>
NN
N
|
24
o
ow}

A 4
£
N

|

3

l
w“

Fig. 4.2.7.a

Rezolvare
Se alege sistemul de referintd Oxy cu originea in punctul A (O=A, fig.

4.2.7.b). Se inlocuiesc legaturile A s B cu reactiunile corespunzatoare V,, Hy, Vp

si sarcinile distribuite cu fortele echivalente corespunzatoare F,.; §i F,...

&y - -
F] FZ M Fecl —
A=0 * / v F3 X
— p— \ — — - |
VA HA B Fec2 VB
7a Ja 2a 2a :ﬁ‘— 23‘4 2a 2a
2a
Fig. 4.2.7.b

Pentru determinarea reactiunilor V,, H,, V3 se scriu :
» ecuatia de echilibru a momentelor fortelor si cuplurilor: 2My=0

Vg . 10a+F;2a-F>2a-M-F,.;.8a-F,.;.a=0 (a)
» ecuatia de echilibru a fortelor dupa directia Ox: 2X=0

H+F3F,.,=0 (b)
» ecuatia de echilibru a a fortelor dupa directia Oy: 2Y=0

Vit Vy-F1-FrFe;=0 (c)
Se obtin urmatoarele rezultate:V,=pa, H, =5,4pa;  Vp=7,6 pa (d)
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Generalizand rezolvarea pentru acest tip de problemd, pentru
determinarea reactiunilor V,, H,, Vz (avand sensul axelor Ox si Oy) se scriu:
ecuatia de echilibru a momentelor fortelor si cuplurilor (2Mp=0) si doud ecuatii
de echilibru a fortelor si sarcinilor distribuite (2X;=0 si X' Y; =0). Se obtine
urmatorul sistem de 3 ecuatii :

Vexp + X (x;Y; -y Xy) +M=0; Hy+ X=0, V+Vp+Y=0 (e)
unde s-a notat :

> X=X, Y=2XY;,suma proiectiilor fortelor exterioare pe axa Ox si Oy ;

> X;, Y, , proiectiile fortei exterioare F, pe axele Ox respectiv Oy;

> x; y;coordonatele punctului de aplicatie al fortei F

Rezolvand acest sistem rezultd urmatoarele valori ale reactiunilor:
Ve =-(2(xiYi-yX)tM)/xp ; Hy=-X; Va=-Y- V5

Aceste relatii au fost introduse in programul EXCEL obtinandu-se
urmatoarele rezultate:

ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU PROGRAMUL
EXCEL SI REZULTATE OBTINUTE PENTRU PROBLEMA 4.2.7
DATE DE INTRARE

A B C D E F G H I J K

Nr. | xp/a| yp/a | x4/a | yi/a | Xy/pa | Yi/pa Xy/a y2/a | Xp/pa | Ya/pa | Xxi/a

1 | 10 0 -2 0 0 -1 2 0 0 -4 12

L M N O P Q R S T U A% X

yi/a | Xs/pa|Ys/pa| x4/a | yd/a |X4/pa| Ys/pa | Xxs/a ys/a | Xs/pa | Ys/pa | M/pa’

0 1 0 8 0 0 -8 6 -1 -3 0 -3
DATE DE IESIRE
Y Z AA AB AC AD AE
*X/pa | ZYipa »X;yi/pa’ YYixi/pa’ Vp/pa Ha/pa | Va/pa
E1+[1+M1+| F1+J1+N1+ |E1*DI1+I1*H1+M1*| FI1*C1+J1*G1+N1* (AA1-ABI- Y1 -AC1-Z1
Q1+U1 R1+V1 L1+Q1*P1+U1*T1 | K1+ R1*0O1+V1*S1 X1)/Al
2 -13 3 -70 7,6 2 5,4
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PROBLEME PROPUSE

Se considera un cadru plan legat de mediul fix printr-o articulatie O §i un
reazem simplu A, asupra caruia actioneaza un sistem de forte, cupluri §i sarcini
distribuite uniform ca in figurile 4.2.8 ... 4.2.10. Se cunosc: a, q, o, F;... F;, M.

Se cer marimile reactiunilor din reazemul A si articulatia O.

Fr . (ﬁ 3q :
o A (Y4 d v v b v bbb vvvbey
2a 528 ), 10a Jle2a 1
Fs4
Date A
o= 450;F1 = 2\/§aq;F2 =4aq, o 2a
F,=6aq; F,=4aq; M :8a2q; u
Fig.4.2.8
= Fi 2q F,

A MOV T
OLN AN 7}
4?&: 2a 3, 8a e 22 ha
Date AF_3 v
o= 300;F1 =3aq, F, =6aq;

F, =4aq; M:Sazq; 3a
Fig.4.2.9 O d v
N
=
| \ 4
\M Date
4a k= 2\5%];
- F, =4aq;
/Fl F, =3aq;
M =6a’q;
4a
A
S N e e Tkw
V2 gy, 4a . 4 . Fig4.2.10
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CAPITOLUL V
ECHILIBRUL SISTEMELOR DE CORPURI

REZUMAT DE TEORIE

a. Teoremele generale ale echilibrului sistemelor de corpuri

Daca un sistem de puncte materiale {Al. }i:l‘zwn

interactioneaza mecanic (se
atrag sau se resping) atunci acestea formeaza un sistem mecanic de puncte
materiale. Fortele care actioneaza asupra sistemelor de puncte materiale se
clasificd conventional in forte interioare si forte exterioare. Fortele interioare
reprezintd interactiunea mecanica dintre punctele sistemului si sunt egale ca
marime doud céate doud, au acelasi suport si sunt dirijate in sens opus(conform

principiului actiunii si reactiuniti) .

Un corp rigid poate fi considerat ca un sistem nedeformabil de puncte
materiale (un sistem pentru care distanta dintre doua puncte interioare oarecare
ale sistemului ramane tot timpul constanta).

Un sistem de corpuri rigide {C.}_ ., , m<n, poate fi considerat ca un

sistem de puncte materiale format din subsisteme rigide sau nedeformabile
(fiecare subsistem corspunde unuia dintre corpurile rigidului).

Fortele care actioneaza asupra sistemelor de corpuri pot fi forte interioare
(care exprima interactiunea dintre corpurile sistemului) si forte exterioare (care
exprima interactiunea cu alte corpuri din afara sistemului).

Fortele si cuplurile de legdtura dintre corpurile sistemului si dintre
corpurile sistemului si mediul exterior sunt necunoscute ale problemei de
echilibru al sistemului de corpuri.

Pentru studiul echilibrului sistemelor de corpuri rigide se aplica cele trei
teoreme (principii) cunoscute:

a. Teorema separarii corpurilor

Daca un sistem de corpuri (liber sau supus la legaturi) se afla in echilibru,
atunci fiecare corp al sietemului , considerat ca un subsistem rigid, se afla de
asemenea in echilibru.

Aceastd teorema se aplica incepand cu izolarea fiecarui corp, inlocuirea
legaturilor cu elemente mecanice corespunzatoare, (forte, cupluri de legatura,
numite §i reactiuni), continudnd cu scrierea ecuatiilor de echilibru scalare (trei
ecuatii pentru corpuri in plan si sase ecuatii pentru corpuri in spatiu) pentru
fiecare corp al sistemului. La aceste ecuatii se ataseazd si conditiile fizice
corespunzatoare, privind tipul de legaturi cu frecare existente. Aceastd metoda
permite determinarea tuturor fortelor de legatura (interioare si exterioare).
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b. Teorema solidificarii

Dacad un sistem de corpuri rigide , liber sau supus la legaturi exterioare, se
afla in echilibru sub actiunea unor forte direct aplicate, el poate fi considerat ca
un sistem rigid (sistem nedeformabil) de corpuri, pastrandu-se legaturile
exterioare initiale. Teorema solidificarii se poate enunta astfel: Conditia
necesard (dar nu §i suficienta) ca un sistem de corpuri sa fie in echilibru, este ca
torsorul fortelor exterioare (active si de legatura) sa fie nul.

Aceasta metoda se aplica singurd atunci cand numarul de necunoscute ale
legaturilor exterioare nu depasesc numarul de ecuatii independente (trei ecuatii
in plan si sase ecuatii in spatiu). Daca apar mai multe necunoscute, atunci se
aplica teorema echilibrului partilor.

c. Teorema echilibrului partilor

Daca un sistem de corpuri rigide este in echilibru, atunci o parte oarecare
din sistem , consideratd ca rigid (subsistem nedeformabil), este de asemenea in
echilibru sub actiunea fortelor exterioare §i interioare corespunzatoare
subsistemului.

5.1. ECHILIBRUL SISTEMELOR FORMATE DIN BARE
RIGIDE ARTICULATE (CADRE PLANE)

5.1.1 Se considera sistemul format din doua cadre plane articulate in punctul C
cain fig. 5.1.1. Se cunosc: a, q, a, F; = 3aq, F, =35aq, F;=aq, F,
=2aq, M = 4a’q. Se cer fortele de legaturd din reazemul A, articulatia O; si
incastrarea O,

F,
(04
2a | 2a | 2a 4a 4a —
B = e B Pl Fy CORPUL 1
F, | o Fs '4'—1—
M 2a
a <«
\ 4
— <\ y — 4a 4a F,
Ol J i X7 <_‘.:

;ZA?; Pl Vi F, ¢ fZa
«—|3q —— N a
| 6a | T Fec iZa
4‘

4‘
<« 4a
< y — 0
c{ CORPUL 2 H 172
Fig.5.1.1 ? _ #A
M2 Vz

Rezolvare:
Se separd cele doua cadre si se inlocuiesc legdturile cu forte de legatura;
se tine seama ca: H,;=H;,=H,;, V,;=V;,=V,; (conform principiului al treilea al
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Mecanicii); se inlocuieste forta uniform distribuitd cu o fortd concentrata: F,. =
24aq si se scriu ecuatiile de echilibru pentru fiecare cadru:

2X,=0 3aqcosoo—H, =0
Cadrul 1: <XY =0 V,+ N, —-5aq —3aqsina.=0 (a)
M, =0 N,-4a—(3agsina)-6a—5aq-2a—4a’q=0

:>H1:3aqcosoc,NA:a—2q(9sina+7),l/l:y¥(1—sina) (b)
Cadrul2:
22X, =0:H, -2aq-24aqg+ H, =0
XY =0,-V,—aq+V,=0 (c)

M, =0, M, -24aq-4a—-2aq-8a—aq-4a-V,-8a+H -6a=0

H, =aq(26—-3cosa ),V :a—2q(5—3sinoc), M, =2a’q(64—6sina.—9cosa.) (d)

5.1.2. Se considera sistemul format din doua cadre plane articulate in punctul C
cain fig. 5.1.2. Se cunosc: a, q, F; = 6\/§aq, F>=10aq, F; = 12ag, M = 24’ q.
Se cer:  Fortele de legatura din: reazemul simplu A, articulatia O; §i
incastrarea O,.

Rezolvare:

Se separd cele doua cadre si se introduc fortele de legaturd; se tine seama
ca: Hy,;=H;;=H,;; V,,=V;,=V; si se inlocuieste forta uniform distribuitd cu o
fortd concentrata F,. = 24aq. Ecuatiile de echilibru pentru fiecare cadru se scriu:

CORPUL 1
6 22, T\’ﬂ
b g 13 <
0 3q 0, Ha
Y VYVYVYVVVYYYVY o
A 45
2a F, _ |2a
45° _ Fy |
M «—
2{ IZa Na
A —
4 — 4a Fee 2a 2a |F,
N a 2a 0, vi{* > «—
‘ > ’ A 4
) Ha o, 2a
Fig.5.1.2 T
3
CORPUL 2 2a
H, O
M€
Vv,
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Cadrul 1:
2X, =0: —H, +6aqg =0
XY =0: N,+V,—6aq=0 (a)
M, =0: N, -4a+2a’q—6aq-2a—6aq-2a=0
:>Hl:6aq,NA:an,Vl:ﬂ (b)

2 2

Cadrul 2:
XX, =0, H +H,—-12aq =0
2Y =0,-V, +V,-24aqg —-10ag =0 (c)

M, =0;M,—-12aq-2a +10aq-2a—-24aq-2a -V, -6a+H, -4a =0

:>H2:6aq,V2:6—29aq,M2:31a2q (d)

5.1.3. Se considerd sistemul format din doua cadre plane articulate intre ele in
punctul C si la mediul fix in punctele A si B, incarcat cu forte concentrate,
sarcini distribuite §i cupluri ca in fig. 5.1.3. Se cunosc valorile lui a §i p.

Se cer fortele de legatura din articulatiile A, B si C

S5a

Rezolvare:

Necunoscutele V, si Vp se determind prin aplicarea teoremei solidificarii
astfel: = din ecuatia de momente pentru intregul sistem fatd de punctul B, se
determind ¥, si din ecuatia de momente fatd de punctul A, se determina V.
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> din 2M3.=0 (pentru tot sistemul) =

Vi-10a + pa’ + pa-2a - 2pa-12a - pa-7a - 3pa-4a - 6pa-2a - 6pa3a=0 (a)
= V,=7pa (b)
> din 2M,,=0 (pentru tot sistemul) =
Vg -10a+ pa’ + pa-2a - 2pa-2a + pa-3a + 3pa-6a + 6pa-S8a—
- 6pa-3a =10 (c)
= Vp=5pa (d)

Necunoscutele H, si Hp se determind prin aplicarea teoremei echilibrului
partilor, din ecuatiile de momente fata de C scrise pentru fiecare cadru.

» Ecuatiile de echilibru pentru cadrul 1 :

din SMc=0: V, -7a - H; 5a + pa’ - pa-3a - 2pa-9a - pa4a - 3pa-a =0 (e)
= H,=4,4pa )

» Ecuatiile de echilibru pentru cadrul 2 :
din 2M=0 = -V -3a-Hp 5a+ 6pa-a+ 6pa-2a =10 (2)
= Hz= 0,6 pa (h)

Necunoscutele Hce si Ve se determind prin aplicarea principiului
echilibrului partilor: din ecuatiile de proiectii pe orizontala si verticala pentru
unul dintre cele doua cadre (am folosit cadrul 2).

din ZFXZO :)-Hc- 6pa +HB:0 (1)
= He=54pa 0)
din YFy=0 =V¢+ 5pa-6pa =10 (k)
= V=4 pa (D
6pa
2pa pa 3pa H M
l 2 P He v
% yy D *MC 2 '
|| 3a wVe Ve 2a F. =6pa
pa y
aI e \vpa2 3a
aI A H B Hp
A —‘_>
Va=Tpa 43%1—»4}2‘.4_» <2 <—>2a Vg=5pa
Fig.5.1.3.b Fig.5.1.3.c




PROBLEME REZOLVATE DE MECANICA 76

Ecuatiile de proiectii ale fortelor pentru intregul sistem si pentru cadrul 1
servesc la verificarea rezultatelor.

» Ecuatiile de verificare se pot scrie pentru intreg sistemul:

YFy=0 = H,+Hy +pa-6pa=20 (m)

2F,=0 =V,+ Vg -2pa-pa -3pa-6pa =10 (n)
» Sau numai pentru cadrul 1:

din 2 Fy=0 =H,-Hc +pa =0 (o)

din 2'F, =0 =Vy-Ve -2pa-pa -3pa =0 (p)

Generalizand rezolvarea acestui tip de problema, se alege sistemul de
referintd cu originea in punctul C (O=C, articulatia dintre cele doud cadre).

Pentru determinarea reactiunilor H,, V4, Hp, V3 se scriu cele doud ecuatii
de momente ale fortelor pentru fiecare din cele doud parti fata de punctul C:
2M=0 s1 2M,=0 si cele doua ecuatii de proiectii ale fortelor pentru intreg
sistemul 2X;=0 si 2Y;=0 obtinandu-se:

Vixs- Hyq+ Ny=0;

Vexg- Hgyp + Ng =0, (@)
H,+ Hz + X =0;

Vi+Vy+Y=0 unde am notat :

» N; N, suma momentelor fortelor exterioare care actioneaza asupra partii din
stinga/dreapta : N,=2 (x;Y,; -yiXy) + M, Ny=2 (x; Yy -viXy) + My,

» X Y suma proiectiilor fortelor exterioare pe axa Ox, Oy: X=XX;; Y=27Y;;
> X;, Y, proiectiile fortei exterioare F,pe axele Ox respectiv Oy
Rezolvand acest sistem rezultd urmatoarele valori ale reactiunilor:
H,=(Nsxg+ Nyx4+ Xx4yp- YX4X8) / (XgVa-X4V5)
Va=(Nsyp+ Naya+ Xyayg-Yxgya) / (Xgya-X4y5)
Hp=(-Nsxp- Nyx4- Xxpys+ Y x4xp) / (XY 4-X4V5) (r)
Ve=(-Nsyp-Naya-Xyays+ Yx4yp) / (Xpya-X4y5)

Pentru calculul fortelor de legaturd din articulatia C se folosesc cele doua
ecuatii de proiectii ale fortelor pentru partea dreapta -

HC+H3+Xd:0 Vc+ VB+ YdZO unde:
» X, suma proiectiilor fortelor exterioare din dreapta pe axa Ox: X;=2 Xj;;

» Y, suma proiectiilor fortelor exterioare din dreapta pe axa Oy: Y,=2'Y, ;
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ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU
PROGRAMUL EXCEL

DATE DE INTRARE
A|B|C|D|E]|F G H 1 J K L M | N 0) P Q
xa/a|ya/ | xp/ |yB/ | X1s | Y1s| Xis | Yis [Xas|Y2d/a| Xos | Y2 |Xada|ysd/a| Xz | Yis M,
alalaj|/a|/a /pa /pa | /a /pa | /pa /pa /pa /pa2
-6 |-5/4|-5/6|-3] 3 0 [4] 0 0 -8 0 0 0 0 -4
R S T U \% X Y Z AA | AB AC AD | AE
X1a/a | yia/a | Xqa/pa | Yia/pa | x2a/a | yaa/a | Xaa/pa | Yaa/pa | Xsa/a | yaa/a | Xza/pa |Yse/pa|Mia/pa’
2 0 0 -4 4 -1 -2 0 0 0 0 0 0
DATE DE IESIRE
AF AG AH Al Al AK
X, =ZXj/pa Y, =2Y;/pa X4 =2Xid/pa Y4 =2Yid/pa X Y
G+K+0 H+L+P T+Y+AC U+Z+AD AF+AH AG+AI
3 -8 -2 -4 1 -12
AL AM AN AO AP AQ
¥ XsYis /pa’ YY;Xis/pa’ ¥XiqYia /pa’ YY,aXia/pa’ N Na
F*G+J*K+N*O E*H+I*L+M*P S*T+X*Y+AB*AC [R*U+V*Z+AA*AD| AM - AL+Q AO-AN+AE
-9 32 2 -8 37 -10
AR AS AT AU AV AW
Ha Va Hp Vs Hc V¢
(AP*C+AQ*A+AJ*A* | (AP*D+AQ*B+AJ*B* | (-AP*C-AQ*A-AJ*B*C |(-AP*D-AQ*B+AJ*B*D| -AT-AH | -AU-AI
b b -AK*A*C)/(B*C-A*D) | -AK*A*D)/(B*C-A*D)
-AK*A*C)/(B*C-A*D)|-AK*B*C)/(B*C-A*D)
1 7 -2 5 4 -1
PROBLEME PROPUSE

Se considera sistemele formate din doua cadre plane articulate in punctul C ca
infig. 5.1.4...5.1.5. Se cunosc: a,q, a, F;, F5, F, M.

Se cer
incastrarea O,

fortele de legatura din reazemul simplu A, articulatia O,

Si
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S — M 3q F3
F, le p 4
o A yfpdd v v b v did iy
KR \to1 2a
20 2,8, 6a ;4—’1:—4 2a
Date i
OL=450;FI =2\/§aq;Fz =4agq; o 2a
F,=8aq; F,=12aq;, M =4a’q; AN
Fig.5.1.4
- — DR
le KOI ‘F3 23. P
l\i «—
M —
. Date -
a L «—3q
Fi F, = 6ag; =
F, =10aq; Nl
4_
F, =8ag; .
4a F, =4aq; M
M =8a’q; :
A |
7 o P 2 |, 2 7770
| |
Fig.5.1.5

M =44° 4 F 2q B
=da'q, N NSNS NN
(M 2a >
3a B 3a
v F_4V
<+ A
3a
3a
A
v \ 4
/A R R B I v
7// 3a 3a ) 2a 6a % O
< < < Fig.5.1.6
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S5.2. ECHILIBRUL SISTEMELOR PLANE DE CORPURI
CU FRANE (SABOT, TAMPON SAU BANDA)

PROBLEME REZOLVATE

5.2.1. Se considera sistemul de franare cu sabot, format din patru corpuri. (1),
(2), (3), (4) (fig. 5.2.1) sunt cunoscute: a, G, «a, p, u = 0 pe planul inclinat,
L0 pe sabot, corpul (3) de greutate neglijabila. Se cere:

1) Ecuatiile de echilibru pentru fiecare corp folosind metoda izolarii.
2) Determinarea fortei minime (P,,;, ) pentru repaus.

3) Determinarea fortelor de legatura.

CORPUL 3 CORPUL 4

Rezolvare:

1) Se separa corpurile si se inlocuiesc legaturile cu forte de legatura, ca in figura
5.2.1.
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Relatiile de echilibru pentru cele patru corpuri sunt urmatoarele:

2X, =0 S—-G sino=0 §=20G sina
Corpul 1: = =

XY =0 N, -G, cosa.=0 N, =20G cos a

XX, =0 H,—-Scosa—T,=0

2Y =0 V,-Ssina.—G,+N,=0

M, =0 A)
Corpul 2: o =185-a-T,-2a=0=T1, =—=10Gsina

Conditia 2

. . . T
fizica la limita T, =uN, SN, ==
echilibrubii [

2X, =0 = -H, +T,+ P, cosB=0
Corpul 3: 2Y, =0 = V,-N,+P, sinB=0

M, =0= (PmsinB)-6a—N2-2a—T2-%:0

2X,=0 = -H,+H,=0
Corpul 4: Y =0 = V,-V,-G,=0
M, =0=> M,-G,-2a-V,-4a=0

Din ultima ecuatie scrisa pentru corpul 3 avem:

L oy Ly SGsine g
6sinf3 4 12usin 3

m

10G sino

Inlocuind P,, si fortele de legaturd gisite (S, 7>, N, ) in celelalte ecuatii,

obtinem fortele de legatura: H,, V>, Hs, Vs, Hy,Vy My .
H,=H,=10Gsino(l1+2cosa)
10 sin ocj
u

V,=V, :G(203in20c+2+

H, =10Gsino+ P, cos 3

v, = 10G sin o P sinB
1)

M, = 2Ga(40 sin? o+ 5+ 205" O‘j

w
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5.2.2 Se considra sistemul de franare cu sabot format din patru corpuri, ca in
fig.5.2.2, pentru care se cunosc a, G, o, . Se cer:

1) scrierea relatiilor de echilibru pentru fiecare corp (dupa separarea lor)

2) Determinarea fortei minime de franare (P, ).

3) Determinarea fortelor de legatura.

Rezolvare:

1) Se separa corpurile si se inlocuiesc legaturile cu forte.

G,=2G

»
» <€

Sa

CORPUL 3

Vi 332 3a/2
— A'M < 2 >
N 2
O/‘ = <10
4 G4 VZT 2
v
CORPUL 4

CORPUL 1
CORPUL 2

Ecuatiile de echilibru pentru fiecare corp sunt:

2X, =0 S, -G, sina=0 S =40G sina
Corpul 1: = (a)
2Y, =0 N, -G cosa=0 N, =40G cos a.
H,—-Scosa—N,=0
SY =0 V,-Ssina—-G,+T,=0
Corpul2:  {S¥,=0 =1§.4-T,-2a=0=T, =2 =20Gsina (b)
M, =0 2
02 .
T, =uN,(la limita)zszizzoGﬂ
K K
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2X, =0 V.,=T,+P, cosp=0
Corpul 3: <2Y =0 -H, +N,-P sin3=0 (©)
>M,, =0 (PmsinB)-Sa—Nz-a—ngzO
2X. =0 H,-H,=0
Corpul4: <ZY =0 V,-G,-V,=0 (d)
M, =0 M4—G4-37a—V2-3a:0
Din ultima ecuatie scrisa pentru corpul 3 rezulta:
Gsina
b =——(4+p) (e)
usin 3
Inlocuind rezultatele (S, T>, N> ,P,, ) in celelalte ecuatii, rezulta:
Gsina
H, = 16—
HZ:H4:2OGSina(ZCosoc—l) } (16-1)
B 4t ()
V, =2G(20sin’ a.—10sino +1) V. = Gsina(—* ctgB - 20)
3aG

V,=G(40sin’ o —20sino+3)

5.2.5 Se considera sistemul de franare cu banda din fig. 5.2.5

M, :T(—80Sin2 a+40sino—3)

Se cunosc valorile pentru: G, a, b, r, R §i 1 — coeficientul de frecare a curelei pe
disc, se neglijeaza greutdtile discului 1 §i ale parghiei 2.

Se cere valoarea fortei minime F,;, pentru franare.

S, v _
1 V1 S2
a 0 H1
0, ( <> t >
@ ' i
S . ’
S;
CORPUL 1
V
— a
H2 <+—p|¢ |
- - \
O, - _
S, F
v
CORPUL 2
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Rezolvare:

Se separa corpurile si se inlocuiesc legaturile cu forte de legatura, apoi se
scriu ecuatiile de echilibru (tindnd seama ca tensiunea din fir S5=G):

Corpull: 2M =0=T,-R+Gr-S§,-R=0 (a)
Legea fizica a frecarii (relatia Euler) S, < Se"” (b)
Corpul2: 2M,=0=F(a+b)-S,-a=0 (c)
Inlocuind pe S, din (c) in relatiile (a) si (b) si apoi pe S, in (a) se obtine:
S, - a+b P (d)
a
respectiv:
Fy 4 e
a+b R " -1

(e)

a e"

_ r
" a+b R e —1

5.2.6. Se considera sistemul de franare cu banda (varianta b) din fig. 5.2.6. Se

cunosc: G, a, b, v, R §i u — coeficientul de frecare al curelei pe disc. Se
neglijeaza greutatile discului §i ale pdrghiei.

Se cere valoarea fortei minime F,;, pentru franare.

(o
A
)
| X —
|

Fig. 5.2.6
g CORPUL 1
S, N _
< Yz a - F
b | »
A A 4
02 ﬁz i
CORPUL 2
Rezolvare:

Se separa corpurile si se inlocuiesc legaturile cu forte de legatura, apoi se
scriu ecuatiile de echilibru (tinand seama ca tensiunea din fir S;=G):
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M, =0 =S -R+G-r-S,-R=0
Corpul 1: =, (a)
(Relatia lui Euler) = S5,<Se"*

Corpul 2: M, =0=S,-b-F-a=0 (b)
Inlocuind in prima si a doua ecuatie S, determinat din a treia, se obtine:
CF-R+G-r-S,-R=0=8,=2r+_¢G
b b R (©)
3n

a —h
S, <—-F-e*

Inlocuind se obtine:

FZL-Q- G sau: F zﬁ- G (d)
3n min 3n
R a ej“ 1 Ra e*“

5.2.7. Se considerda frana cu tampon din fig. 5.2.7 . Se cunosc valorile pentru:
G, a, a, B, b si coeficientul de frecare u pe tampon. Se cere:

1) Sa se separe corpurile si sa se scrie ecuatiile de echilibru;

2) Sa se determine forta minima P,;, pentru franare.

G,=2G
I,=a
RZZZa

ﬁ G4=G, Li=4a

O
¥ T I Wy [/
@ N T,
CORPUL 1 CORPUL 3

Fig.5.2.7
N A\_/ }
Ho O Wadlt ’
< o_ .\O_>
lV VG“ !

CORPUL 4 CORPUL 2
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Rezolvare:

Ecuatile de echilibru pentru fiecare din cele patru corpuri izolate, sunt:

Corpul 1: {

Corpul 2:

Corpul 3:

Corpul 4:

-G, sino+S85=0 §=50Gsina
= (a)
—G,cosa+N, =0 N, =50G cos a
2X.=0 = H,-Scoso—T,sinB+N,cosB=0
XY =0 = V,-G,-Ssina—T,cosp—N,sinf=0
M, =0 = T2-2a—S-a:O:>T2:§:25Gsinoc (b)
T, =uN,(la limita) — N, =L _25Gsina
H n
SX =0 =P -N,=0 =P =N,=22050na
u
2 =0 = N,-N,+T,=0 (c)
25Gsina(a+b)

M, =0 =T,-(a+b)-N,-a=0=>N, =
a

2X,=0 =-H,+H,=0
XY, =0 =-V,-G,+V,=0 (d)
M, =0 =>M,-G,-2a-V,-4a=0

Inlocuind marimile gasite (S, 7>, P,,, N ) in ecuatiile nefolosite se obtin
celelalte forte de legatura (H,, V,, Ny, Hy, V4, My).

H, = 25G(sin 200+ sinfcos a _sinacosP
u
Vz =2G + 25G|:2 sin’ o+ (1 + lj Sin oL sin B (e)
M -
N, = 23bGsina
a
H, =25G(sin2a + sinpeoso — S0 )
u

V,=3G+ 25G{2sin2 o+ (1 + lJsinocsin B}

u

N,=2G+ lOOG(Sin2oc + sinf3cosa —Mj

u
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PROBLEME PROPUSE

Se considera sistemul de franare cu sabot, format din patru corpuri: (1), (2),
(3), (4) (fig. 5.2.8 ... 5.2.10) sunt cunoscute: a, G, «a, f, u = 0 pe planul
inclinat, u#0 pe sabot, corpul (3) de greutate neglijabila. Se cer:

1) Ecuatiile de echilibru pentru fiecare corp folosind metoda izolarii.
2) Determinarea fortei minime (P,,;, ) pentru repaus.

3) Determinarea fortelor de legatura.

2a 6a

, oF’ ! K
0; $a/4 Gs=0
G,=G, L;=4a / \

e

G,=4G
=a
R2:Za

04

Fig.5.2.8

\\ G4:G, L4:6a 04

p) @ '\
@
G,=4G

Ip=a

R~2a Fig.5.2.9

G,=6G

@) 10

AN,

a/6

YA

0, 4
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CAPITOLUL VI
SISTEME DE BARE ARTICULATE
(GRINZI CU ZABRELE)

REZUMAT DE TEORIE

Pentru determinarea eforturilor axiale din barele unui sistem de bare
articulate static determinat (grinzi cu zabrele) se folosesc frecvent doud metode
analitice: metoda izolarii nodurilor si metoda sectiunilor (RITTER).

Mai intai se verifica daca sistemul de bare articulate este static determinat:
daca se noteaza cu n numarul de noduri si cu b numarul de bare articulate ale
sistemului trebuie sa fie Indeplinitd urmatoarele conditii: »=2n-3 pentru
sistemele plane si b=3n-6 pentru sistemele spatiale.

Mai intai se determina fortele de legdtura ale sistemului cu mediul fix,
scriinduse ecuatiile de echilibrul fortelor corespunzatoare teoremei solidificarii,
dupa care se trece la rezolvarea propriu-zisa prin una din cele doud metode:

a. Metoda izolarii nodurilor

Aceastd metoda se bazeaza pe metoda izolarii corpurilor sau pe teorema
echilibrului partilor de la echilibrul sistemelor , considerand ca o "parte" a
sistemului de bare cate un nod , care fiind izolat poate fi considerat ca un punct
material actionat de forte concentrate in acel nod. Aceste forte sunt forte
interioare (eforturile din bare) sau fortele exterioare aplicate in noduri (fortele
date si fortele de legdtura cu mediul fix).

Se scriu ecuatiile de echilibru ale acestor forte pentru fiecare nod al
sistemului, sub forma proiectiilor pe cele doud /trei axe ale sistemului ales 1n
plan/spatiu. In final daci sistemul este static determinat numarul total de relatii
independente obtinute este egal cu numarul total de necunoscute (reactiuni
+eforturi din bare) deci se poate rezolva analitic.

Se utilizeazd in cadrul acestei metode urmatoarea conventie: toate
eforturile din bare se considera initial ca sunt pozitive (de intindere) deci sensul
lor este acela cd ies din nod. Daca din calcule (dupa rezolvarea sistemului de
ecuatii) rezulta pentru aceste eforturi valori negative, atunci ele sunt in realitate
eforturi de compresiune.

b. Metoda sectiunilor (RITTER)

Aceastd metodd se bazeaza tot pe teorema echilibrului partilor si se
utilizeaza atunci cand intereseaza efortul dintr-o anumitda bard (sau un numar
redus de bare). Pentru aceasta se procedeaza in felul urmator:
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>

>

se sectioneaza sistemul de bare articulate cu un plan imaginar astfel incat sa
fie sectionatd si bara al carei efort ne intereseaza si se introduc in sectiunile
corespunzatoare ale barelor eforturile necunoscute notate cu Sy, unde 1,j sunt
nodurile care definesc bara; casi in cazul metodei izolarii nodurilor se
considera initial ca acestea sunt pozitive (ies din sectiune);

conform teoremei ecilibrului partilor, fortele care actioneaza asupra fiecarei
"parti" obtinute in urma sectiondrii cu planul imaginar se afla in echilibru
deci eforturile din barele sectionate reprezinta de fapt fortele interioare de
actiune reciproca a celor doua parti;

pentru determinarea unui efort necunoscut (de exemplu in cazul unui sistem
plan de bare articulate) se scrie ecuatia de momente fatd de punctul de
intersectie (nodul) al suporturilor celorlalte doua eforturi necunoscute. Daca
cele doud eforturi care nu intereseazd sunt paralele atunci pentru
determinarea celui de-al treilea effort necunoscut se foloseste ecuatia de
proiectii a fortelor dupa directia perpendiculara la cele doua eforturi.

6.1. GRINZI CU ZABRELE
PROBLEME REZOLVATE

6.1. Se considerd grinda cu zabrele din fig. 6.1.a

Se cunosc:  a, oczg, F =5\2F, F,=10F, F,=10F, F,=20F

Se cer: 1) Reactiunile in reazemul simplu (1) si articulatia (12)

2) Eforturile din nodurile (1), (2), (3)
3) Eforturile din barele: 68, 7-8, 79

a . a J, a R a a a
,,,,,,,, - = Fl
Fado 4 7 9 ll/ﬁ

Fig. 6.1.a
,,,,,,,,, F,
Fio 4 7 | 9 11 o
y
J | S ‘ X }
"""" ] 3 5] ¢ 6 | q 510 12 TV
Rezolvare: Fig. 6.1.b
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1. Se inlocuiesc legaturile 1 si 12 cu forte de legatura si se scriu ecuatiile de
echilibru pentru intreg sistemul de bare articulate:

2X, =0 =H-Fcosa=0
XY =0 = N+V-Fsino-F,-F—-F,=0 (a)
M, =0 =>N-6a—-F,-5a-F,-4a—F,-2a—(F sina)-a—(F cosa)a=0

Inlocuind cu valorile cunoscute se obtine:

H=5F, N:%SF, V:5—3OF (b)

Pentru verificare se scrie relatia de moment fata de 1:
M, =0:V-6a—(F sina)-5a+(F,cosa)a—F,-4a—F,-2a—-F,-a=0 (c)

2. Se izoleaza nodurile in ordinea: (1), (2), (3) si se scriu ecuatiile de echilibru

pentru fiecare:

Nodul 1: y
85
2X,=0=8,+8 Q:O S,=—F N Siy
i 13 12 2 3 X
= (d) —_— )
85+/2 Ol
Nodul 2: 5
e 4 B
SX, 055, -5, %2 —0 S, =-F @1 S5
l 2 3 — 0 X
2 PP ] [
ZYi:O:_F;_SB_Szl?:O stz?F y
Nodul 3:
110 Q. S-
Z“‘Xi:0:>_S31+S35+S34£:O S35:TF 53 ’
= () |[S; &— > ) x
25v2 S
2V =0=> S32+S34g=0 SM:—TS\/_F @ 3

) Fig. 6.1.c

Pentru determinarea eforturilor din barele 6-8, 7-8, 7-9 se aplica metoda
sectiunilor scrind ecuatille de momente sau de proiectie pentru fortele
corespunzatoare partii din stdnga sectiunii imaginare considerate (fig.6.1.d.).
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Suma momentelor fortelor fatd de nodurile 7 si 8 si suma proiectiilor pe
verticald a fortelor corespunzatoare pentru aceasta parte, se scrie astfel:

M. =0=S,-a+F,-a+F,-2a—N-3a=0 = §,=35F

M, =0=S,-a-F,-2a—F,-3a+ N-4a=0 :>S79:—?F (®)

ZK:O:N_E;_F;_SR'Q:O :>S78:_¥F

5 (h)

6.2. Se considerd grinda cu zabrele din fig. 56.2.a
Se cunosc: a, o =§, F = 10~/2F, F,=F =F,=20F. Se cer:

1) Reactiunile din reazemul simplu (2) si articulatia (12);
2) Eforturile in nodurile (1), (2), (3),
3) Eforturile in barele: 68, 7-8, 7-9.

Rezolvare:

1) Se inlocuiesc legaturile cu forte de legatura si se scriu ecuatiile de echilibru
pentru intregul sistemul de bare articulate.

a a a a a a
<+ | ¢—— >« _
12 Ej] <oc 10 8 ks 5 3 1 JF
o

v
A
A4

Fig. 6.2.a

11
V2L
F,
12,1/( 10 s | Bl 5
X 11 W
__ A v9 \ P 4 2
v 7 F21

Fig. 6.2.b

2X.=0 =>H -Fcosa=0
2Y =0 =>V+N-Fsino-F,—-F —-F, =0 (a)
M, =0=>N-4a—-F,-5a-F,-3a—-F,-2a+(F cosa)a+(F sina)a=0
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Ecuatia de momente fatd de (2) este o ecuatie de verificare:

XM, =0:V-4a—(F ,cosa)a—(F sino)Sa—F,-2a—-F,-a+F,-a=0 (b)
Inlocuind valorile cunoscute se obtine:
H=10F, V=25F N =45F. (c)

2) Folosind metoda izolarii nodurilor pentru nodurile <
(1), (2) si(3)avem: ' ! (1)
* g F

in=0:>SI3+512£=0:>513:20F 51
Nodul 1: 2 (d)

Y
2Yi=0:>S12£+F4:0:>S12=—20\/§F y
2 el
) S, S,
ZX,»:O :>S21£_S24:OZ>S24:_20F S, X
Nodul 2: \/2_ (e) 2 N
2Y =0 :>S21—2+S23+N=0:>S23:—25F
2 -
X S3 @
J2 — S
ZXi:OjSas_Ssl+S347:O:>S35:_5F S_3 _3 >
Nodul 3: 5 )
XY =0=>S,+ S3472: 0=S,, = 25\/517 Fig. 6.2.c

<

9 S | 7 ! T_
Fig. 6.2.d N

3) Se aplica metoda sectiunilor, scriind doua ecuatii de momente fata de
nodurile 7 si 8 si o ecuatie de proiectii pe verticalad, pentru fortele
corespunzatoare partii din dreapta:

SM,=0=S,-a—F,-a+N-2a—F, 3a=0 =S, =-5F
M, =0=>S8,-a+F,-a+F,-2a—N-3a+F,-4a=0 =§,=-5F (g
S78-%—F3—FZ+N—F4:O =S =15J2F
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PROBLEME PROPUSE
Se considerd grinzile cu zabrele din fig. 6.3...6.6
Se cunosc: a, o, F;, F>, F3, F,. Se cer:
1) Reactiunile in reazemul simplu (sau firul) (4) si articulatia (B)
2) Eforturile din nodurile (1), (2), (3) folosind metoda izolarii nodurilor
3) Eforturile din barele intersectate de planul CC’ folosind metoda sectiunilor.

Ly
a N a . a a a a
<« ¢—r | ———>
1 3 5¢F 6 C g 10 12%% Date

A / 4
a / F=2\2F;
| | 24 F,=4F;

T

A

a=45 )/ 2 4 7 c 9 = F,=6F;
F w
Fig. 6.3 a=mn/4;
_a ! - a a a a
77777777 < >« PP |¢—p [————P> Date
F C /(F
Y (04 Fvl :4\/5F;

11 9 N 4 2 F, = 6F;

a \ F3 — 8F,'
B

- J F, =10F;

=210 8 = 6 C le VAN
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CAPITOLUL VI
STATICA FIRULUI OMOGEN GREU

REZUMAT DE TEORIE

Se considerd un fir omogen greu de lungime L si de greutate specifica pe
unitatea de lungime p avand punctele de prindere de la capetele sale notate in

continuare cu A si B (fig. 7.1). Se urmareste in acest capitol :
» determinarea formei de echilibru (curba funiculard)

» determinarea modului de variatie a tensiunii interioare din fir (efortul de
intindere dintr-o sectiune oarecare atunci cand firul este supus suplimentar
(in afara de greutatea proprie ) actiunii unor forte exterioare.

Ipotezele de lucru folosite sunt:

» firul se considerda ca un corp unidimensional (dimensiunile sectiunii se
neglijeaza in raport cu lungimea sa)

» perfect flexibil (nu poate prelua eforturi de incovoiere )

» perfect inextensibil (nu isi modificd lungimea sub actiunea sarcinilor
exterioare)

In aceste conditii ecuatia generald de echilibru a firului sub forma

vectoriala se scrie: A +p=0 (1)
s

unde: S = S(’s )este functia vectoriald a tensiunii din fir functie de arcul s,
iar p este greutatea specifica pe unitatea de lungime a firului

Forma de echilibru a firului omogen greu este o curba numitd lantisor
avand ecuatia:

y=a ch(x/a+C))+C, (2)

Daca curba este raportatd la un sistem de axe Oxy si este simetricd in
raport cu axa Oy, iar minimul C are ordonata a atunci ecuatia are forma simpla:
y=a ch(x/a) 3)

Lungimea unui arc limitat este s= arc(CM)=a sh(x/a) , lungimea intregii
curbe este:

L=2ash(L=AB=2a-sh(!/a)=2a-tga. = a=1L/2tgax/a).

Valoarea tensiunii S 1intr-un punct oarecare al firului M(X,y)este
proportionala cu ordonata y a punctului si are expresia:

S=py=pach(x/a) 4)
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PROBLEME REZOLVATE

— 7.1. Se considerd un fir omogen de
S lungime L §i greutate specifica pe
V unitatea de lungime p, suspendat

% | in punctele A si B aflate pe aceeasi
orizontala (ca in fig 7.1). Tangenta
la fir in punctele A si B face cu
l orizontala  acelasi  unghi «
cunoscut.

Se cer: 1) valorile tensiunii in
punctele A , B (capetele firului) si
C (situat in punctul cel mai de jos
al firului); 2) sageata firului f; 3)

distanta AB = /.
Rezolvare

1) Tensiunea intr-un punct oarecare M(x,y) al firului conform relatiei (4) este:

S=py=pach(x/a) (a)
Avand in vedere ca lungimea totala a firului se poate scrie:
L=arc(AB)=2arc(CB)=2ash(l//2a) (b)

iar din fig. S7.1 se poate scrie:

tga=f'(0/2)=sh(x/a)|_,  =sh(l/2a) (c)
rezultd ca lungimea totala a firului este:
L=2ash(l/2a)=2atga, = a=L/2tga (d)

Tensiunea intr-un punct oarecare al firului fiind: S = pach(x/a), rezulta
ca pentru x=0 se obtine tensiunea din punctul C:

S.=pa= pL/2tga (e)

Intrucéat proiectia pe orizontald a tensiunii in orice punct al firului este
constantd se poate scrie: S,coso=S5,cosa=S.=H, de unde rezulta:

S, =8,=S./cosa=pL/2cosa 63
2) Sageata fa firului rezultad din relatiile tensiunilor din B si C:
f=y,=v.=8,/p=S./p=L(1-cosa)/2sina (2)
3) Pentru calculul distantei 4B = /se tine seama de faptul ca:

shi/2a=L/2a=tga. si chl/a=~1+sh’l/a=1/coso (h)
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precum si de definitiile functiilor hiperbolice obtindndu-se:

shl/2a+chl/2a=e" =(1+sina )/ cosa,
= 0/2a=1n" % gB = 1 =241 T »
cos o cos o
Observatie:

1. La aceleasi rezultate se poate ajunge daca se porneste de la scrierea ecuatiilor
de echilibru ale fortelor firului liberat de legaturile din A si B (fig.7.1)

Aceste ecuatii se scriu:

Y>X, =0 & -8, cosa+S,cosa=0 _
YY=0< (S,+S,)sina—P_ =0 0
unde P,. este forta echivalenta a sistemului de forte paralele:

P, = ﬁpds = pL
AB

2. Dupad determinarea celor doud tensiuni din fir, celelalte necunoscute se
determina folosind procedeul prezentat anterior.

7.2. Se considerd un fir omogen de lungime L si greutate specifica pe unitatea
de lungime p, suspendat in punctele A si B a caror diferentda de nivel h este
necunoscuta (ca in fig 7.2). Tangentele la fir in punctele A §i B fac cu orizontala
unghiurile a; si o, cunoscute.

Se cer: 1) valorile tensiunii in punctele A , B (capetele firului) si C (situat in
punctul cel mai de jos al firului); 2) diferenta de nivel h ; 3) lungimea firului L;
intre A si C si diferenta de nivel dintre punctele A §i C .

A = — A
Y S, S, y
S,
R A B (05] o A
A
ecl — f
C| S,
—pY
A
v a
¢— \
Fig. 7.2 © ‘o g
18 /.24 Fig. 7.2.b X

Rezolvare
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1) Daca se izoleaza firul si se scriu ecuatiile de echilibru ale fortelor firului
eliberat de legaturile din A si B (fig.7.1.a) se obtine:
YX,=0 & —S,cosa, +S,cosa, =0 @
a
YY=0< S, sina,+S,sina,—P, =0

pLcosa,

=S, = ,
Y sin(a, +a,)

(b)

pLcosa,

B_sin(oc1+oc2)

unde P, este forta echivalentda a sistemului de forte paralele:
P = §> pds = pL
AB

2) Cunoscand coordonatele A(xa,ya) si B(xg,ys) s tensiunile din fir in A si B:
SA:pyA, SB:pyB , avem.

Sy S, _ L(cosa., —cosa, )

hey —y =28 _
Ve = Ja p p sin(o, +0a,)
sin 22— % (c)
h=L 2
a, + o,
cos
2

3) Izoland portiunea de fir cuprinsa intre A si C (fig. 7.2.b) si scriind ecuatiile de
echilibru ale fortelor firului liberat de legéturile din A si C se obtine:

>X, =0 & -8, cosa, +S.=0 @
YY=0< S, sina,-P,=0

ecl

cos o, cos o,

= 8.=8,cosa, =pL
< =p sin(o, +a, )

. . ()
I - S,sina, . sina, cosa.,
1 )% sin(o, + o, )
unde P,. este forta echivalenta a sistemului de forte paralele:
})ecl = §pds = le
AC
Diferenta de nivel dintre punctele A si C se scrie:
S S
f =)y,—a= ———=
p V4
(H

f_Lcosocz(l—cosocl)'

sin(o, + o, )
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7.3. Se considerd un fir de greutate neglijabila, suspendat in punctele A si B
aflate pe aceasi orizontala (ca in fig. 7.2). In punctele O, si O, ale firului sunt
atdrnate corpurile 1 §i 2 avdand greutatile G, si G, cu sagetile corespunza-toare

Sisifa

Se cer: 1) valorile tensiunii pe cele trei portiuni ale firului; 2) unghiul [ pe care
il face portiunea de fir O;0, cu orizontala;, 3) lungimea totala a firului si
distanta A4, dintre punctele de suspensie.

va A Ay
s |y _
B ! §21 S3
a X o
B >
O, o P O X
— Sis —
\ (¢! G>
v
b) c)
Fig. 7.3

Rezolvare

Intrucat firul nu are greutate, pe cele trei portiuni A;0;, O,0,, O,B,
tensiunile din fir sunt constante. Pentru rezolvarea problemei se izoleaza
nodurile O; si O, si se scriu ecuatiile de echilibru al fortelor (fig. 7.3.b si c.)
obtinandu-se:

—S,cosa, +S,cosB=0
Nodul O, : . .
S, sina, +S,sinB-G, =0
S,cosa,—S, cosB=0
Nodul O,:{* % P (a)
S,sina, +S,sinB-G, =0
unde : S,=385,
Rezolvand acest sistem rezulta:
coso. coso.
S=(G+G)———2—; S =(G +G —;
=(G Jsin(al +a,) . =(G Jsin(al +a,) (b)
g = (Gztgal -G,1go, )/(Gl + Gz)
S, =S} +G? =S, G, sina, =S, =/S? + G} - S,G, sina, (c)

Lungimea totala a firului si distanta AB se determina astfel:

L= /s +f2_f1+ /: ; AB = fctgo, +( f, — f, )ctgP + f,ctga,

coso,, cosP  cosa,
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7.4  Se considerd un fir omogen greu aflat in repaus, avand portiunea AB pe
un plan inclinat cu unghiul o fara frecare si portiunea BC libera (ca in fig
7.4.a). Se cunosc: p greutatea specifica pe unitatea de lungime a firului,

unghiul « , unghiul [ pe care il face tangenta la fir cu orizontala in punctul C,
diferenta de nivel h dintre punctele B si C, lungimea firului L dintre punctele B
si C.  Secer: 1) valorea tensiunii in punctul C ; 2) lungimea L, pe planul AB.

Fig. 7.4

Rezolvare
Daca se izoleaza cele doud portiuni de fir si se scriu ecuatiile de echilibru
ale fortelor firului eliberat de legaturi,

» pentru AB (fig.S7.4.b) se obtine:

YX. =0 &S -Gsina=0 = S = pL sina
>Y =0 < N-G,cosa=0 (a)
G =pL; S =S,

» pentru BC (fig.S7.4.c) se obtine:
—S,cosy+S.cosp=0
S,siny+S.sinf-G,=0 (G,=pL)

Cunoscand ordonata punctului C si relatia dintre tensiuni Sc=pyc

:>SC=pa-chx—C=pa',H+sh2x—C: pa_. (c)
a a cosP

Inlocuind expresiile obtinute pentru Sg s1 Sc se obtine:

=S, =+/S2+G. —S,.G, sin2B (b)

2 2
p’L sin® o = p? —2pLa B (d)
cos” cosB
Din fig. 7.4.c avem:
SC SB a . .
h=y.—-y,=—"——"= — L sina = L sino = —h (e)
p cosP cos 3
(L —h*)cosP ®
2(LsinB-h)
_pa _ p(L-I) I - S, L' +h*=2Lhsinp (@)

COSB_z(LSinB—h), ' psina 2smoc(Lsm[3 h)
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CAPITOLUL VIII
CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL

PROBLEME REZOLVATE

8.1 Se considera un punct material avand vectorul de pozitie in raport cu
originea O a sistemului de axe Oxy dat de:7 = OM =4t i + (1 61° — 1)]_ (cm).

Se cer: 1) Ecuatia traiectoriei §i trasarea ei in sistemul de axe Oxy, 2) Viteza §i
acceleratia punctului la momentul t; 3) Pozitia, viteza si acceleratia punctului la
momentul t;=1/2 s, precum si raza de curbura a traiectoriei la acelasi moment.

Rezolvare :
1) Ecuatiile sub forma parametrica ale
traiectoriei sunt :

x =4t
{ y=16t> -1 @)
Eliminand parametrul t din ecuatiile (a)

se obtine ecuatia sub forma implicitd a
traiectoriei:

x’=—y—-1=0 (b)
Aceasta ecuatie reprezintd o parabola (fig. 8.1)
cu varful in V(0,-1) care intersecteaza axa Ox in
punctele A(-1, 0) B(1,0).
2) Viteza si acceleratia punctului la momentul ¢

se detremina cu ajutorul proiectiilor:

e Viteza:

v.=x=4 ©
c

v, =y=32

=v= v+ =/16+(32t)’
e Accelaratia:

a =x=0

a,=y=32

=a=.la; +a, =32 (d)

______ »

EM(Xl, y1)

NV

Fig. 8.1.b
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3) Pozitia, viteza si acceleratia punctului, raza de curbura a traiectoriei la

momentul ¢,=1/2s sunt:

. x(tl)z 2 cm
e pozitia: {y (fl ) 3 em ; (e)
e viteza: {x(t‘ )= = W(t,)=16,5 cm/s ()
¥(e)=16 o
e acceleratia: alt )=32 cm/s’ (g)

Acceleratia tangentiald la momentul #,=1/2 s se obtine prin derivarea in
raport cu timpul a vitezei:

4= dv :M _ 2vv =2vy _va.—va,
T 2 2
dt 2\ vi+v: %

=a(t )=31cm/s’

Acceleratia normala la momentul t; este prin urmare:

a,=+a’—a> =>a,(t)=794cm/s’ (h)
e raza de curburd a traiectoriei (a) se calculeaza cu ajutorul formulei:
.2 41 2 )3 2
‘xy — xy‘ a,
Raza de curbura la momentul ¢,=1/2 s este:
p(t,)=343 cm (i)

Elementele calculate sunt reprezentate in fig. 8.1. si sunt trecute in tabelul
urmator :

Coordonate Viteze Acceleratii Raza
(cm) (cm/s) (cm/s?) (cm)

X y Vy Vy v ay a, a a, a, o,
3 4 16 16,5 | 0 32 32 31 7,94 34,3

8.2 Se considerda un punct material pentru care se cunoagste vectorul de pozitie
in raport cu originea O a  sistemului de axe  Oxy:
7=O0M =(3sinmt)i +(2cosnt)j (cm).

Se cer: 1) Ecuatia traiectoriei (sub forma parametrica si implicita in sistemul
de axe Oxy) si sa se reprezinte grafic in sistemul de axe Oxy; 2) Viteza §i
acceleratia punctului; 3) Pozitia, viteza §i acceleratia punctului la momentul
t;=1/3 s, precum §i raza de curbura a traiectoriei la acelasi moment.
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Rezolvare : *y

3) Ecuatiile sub forma parametrica ale
| M(xy, y1)

traiectoriel sunt :

2,,
-k :
x =3sinnt @) 1N — 4
a 4
y=2cosmt
2

Eliminand parametrul t din ecuatiile (a) se Fig. 8.2

obtine ecuatia sub forma implicita a traiectoriei:

2 2

XY
Sty 1=0 (b)

Aceasta ecuatie reprezintd o elipsa cu centrul in originea sistemului de
axe, de semiaxe: a=3, b=2 (fig. 8.2)

2) Viteza si acceleratia punctului la momentul ¢ se detremina cu ajutorul
proiectiilor:

e Viteza:
v, =X=3ncosnt
o - (c)
v, =y =-2nsinmnt
=v=\v.+v = 9 cos® Tt +4sin® it = T4 +5cos’ Tt
e Accelaratia:
a =X=-3nsinmt
" ) (d)
a,=y=-2n cosmnt
— 2 2 _ 2 . 2 2 _ 2 . 2
—a=.a +a, =7 V9 sin® it +4cos® it = w4+ 5sin’ nt
3) Pozitia, viteza si acceleratia punctului, raza de curburd a traiectoriei la
momentul #,=1/3 s sunt:
343
. x(tl):i: 2,598 cm
e pozitia: 2 ; (e)
ot)=1 em
. 3n
. X\t )=— v 21
e viteza: ) 2 = (t,)= S " 7198 cm/s (f)

731
2

e acceleratia: 2 = a(t,) =27,476 cm/s’* (g)
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e raza de curburd a traiectoriei (a) se calculeaza cu ajutorul formulei:
) .2 \3
(% +5°)
P=" (h)
3 = %5
Raza de curbura la momentul ¢,=1/3 s este:

7421

plt)= 721 =2,005 cm 6

8.3 Acelasi enunt ca la probema 8.2, cu urmatoarele date :

r=0M = (2 + singt)f + (1 + 2cos§tjj_', cm ; momentul t;=1s;

Rezolvare :

1) Ecuatiile sub forma parametrica ale traiectoriei sunt :

x=2+sin"t X—2=sin~t
. 3
sau: . (a)
y=1+2COSEl Y= cos Tt
3 2 3

Yy &

Ridicand la patrat relatiile (a) si

insumand membru cu membru, se obtine ecuatia |3

M(xla YI)

sub forma implicita a traiectoriei in sistemul Oxy:

(x—2)2+(y7_1j ~1=0 (b)

C
care reprezintd o elipsa avand centrul: C (2, 1) | | )
de semiaxe: a=1, b=2 (fig. 8.3). O 1T\ 2 x
-1
2) Pozitia, viteza, si acceleratia punctului la Fig. 8.3
momentul 7 i la momentul #;=/s sunt:
e Pozitia
T
x=2+sin—¢ V3
37Z _ x(tl)—2+7 =2,866cm ©
y:1+2cos§t y(t)=2 cm
e Viteza:
X = T cos T t T T
T3 3 V(t)=+/x"+ 3> ==, [1+3sin’ =t
33 ALY V=3 3 @
. 2 . T
y:—?szngt w(t,)=m\13/6=1888 cm/s
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e Acceleratia:
2

jc':—ﬂ—sinzt 2

9 3 ja:\/m:ﬂ-— 1+3cos’ Z¢ (e)
. 2m 7 0 3
y:— COS—f

9 3

=1,451 cm/ s’

= a(tl):

7
18
e Raza de curburi a traiectoriei punctului la momentul #,=/s este:

(X +y) . p(tl):131\/6§

pty="Y "2, =2,929 cm ()
[ — 7]

8.4. Se considerd mecanismul biela-manivela din figura 8.4, pentru care se
cunosc. OA=r, AB=(, MB=1/(/3 si legea de migscare a manivelei OA:

o(t)=3m.
Se cer: 1) Ecuatia traiectoriei punctului M sub forma parametrica si explicita;,

2) Porzitia, viteza, acceleratia punctului §i raza de curbura a traiectoriei la
momentul t;=1/6 s, daca se cunosc valorile numerice: r=10cm, ¢ =30cm

Rezolvare :

Se noteazad cu o unghiul OBA (fig. 8.4). Coordonatele punctului M fata
de axele sistemului Oxy sunt:

x, =0A"+ A'M’ :rsin(p—kgécosoc

) (2)
Y, =MM :Esina

Teorema sinusurilor in
triunghiul OAB se scrie:

[ o
sin(90° — (p) ~ sino

, r
= sina :Ecoscp

g 2
r 2
:>cosa:1/1—£—zcos [0}
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Prin urmare, ecuatiile parametrice (a) devin:

x=rsincp+z\/€2 —r’cos’ @
: (a)
=£cosq)
Y73

Eliminand parametrul ¢ din ecuatiile parametrice (a’), se obtine ecuatia
explicita a traiectoriei punctului M in sistemul de axe Oxy:

x=4r’=9y’ +§«/€2—9y2 (b)

2) Pozitia, viteza, acceleratia punctului i raza de curbura la momentul ¢,=1/6 s,

(p=m/2, ¢=3r; ¢@=0)sedetermina astfel:

2 s

. = 3 (c)
r

y=7cosp »(t)=0

X=0r coscp+£- Sin2¢
3 \/KZ —r’cos’ ¢

. y'=—¢>r(§sincp] (d)
x(t,)=0
_ =>v(t,)=31,416 cm/s
y(tl):_nr

\/( > —r?cos’ ¢))3

2_ 2 2 i 2 .+ 2
i= g [—singp+%- 4cos2(p(£ r”CoS gp) r°sin 2(0}

y= —(bzr(% cos @ j (deoarece ¢ =0)
X(tl):9n2r(—l—zj )
= 3¢) =a(t )=220cm/s (e)
j}(tl ) =0
e Raza de curbura a traiectoriei punctului momentul ¢#,=1/6 s este:
i+t
p(t)= g
‘xy - xy‘ )

13413

p(z,) e~ 4As6em
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8.5. Se considerd mecanismul format din doua pistoane si o biela (fig. 8.5),
pentru care se cunosc AB=1V, AM =2/(/3 si legea de migcare a pistonului B:

Ost(t):IO\/Ecosm‘ .

Se cer:
1) Ecuatiile sub forma parametrica si implicita a traiectoriei punctul M al bielei

2) Porzitia, viteza, acceleratia punctului si raza de curbura la momentul t;=1/3 s,
daca se cunosc valorile numerice: o=n/3, (=30cm.

Rezolvare :
Se noteaza unghiurile: BOA=a si OAB = (fig. 8.5)

Ecuatiile sub forma parametrica ale traiectoriei punctului M al bielei sunt:

x,, =OM'"=0B"+B'M’ :scosa+§cosB
(a)

Vi :MM:%sinB

Din teorema  sinusurilor
scrisda in triunghiul OAB,

y V N
avem:
O
s/ sinf# sina

: s .
=sin :ZSIHQ;

aa S
o WOTTR T [ Scos iy 1- sin?
Fig. 8.5 CoOSp = Ve SIn- &

Ecuatiile parametrice ale traiectoriei punctului M se scriu:

x:s-cosa+%\/€2 —s’sin’ o

a’

2 ) @)
y==s-sino

Eliminand parametrul s din ecuatiile (a’) se obtine ecuatia explicitd a
traiectoriei punctului M :

x=%1/4sz—9y2 +é 40 —9y? (b)
2) Pozitia, viteza, acceleratia punctului si raza de curburd la momentul ¢,=1/3 s,
(p=n/3s; s(t)= 10v/3-cos /3=53 cm; §(z)= ~10\3n-sin /3 =151 cm/s
§(t,)=—10V31* -cos m/3==531* cm/s*) se determind astfel:
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e Pozitia:

_ 1 2 2 2
X=s cosoc+3\/f s°sin” o {x(t1)=14,013 om ©
c
J’=S-(2Sina) w(h)=5cm
3
e Viteza:
.2
X:j[cosa— \/i S”Z O.L2 ] X(I,‘I)Z—ZO,OS cm/ s
SO =stsin o) _ ) )=-157 em /s (d)
)}:j-(gcosa\) V(l1)=25,465 cm/s
e Acceleratia:
R [ s-sin’ a ] . 07 sin® o
X=5§-| cosa— -5
3V~ sin o 3\/(62 —s>sin’ o)
y=25- (zcosaj
SR
X(t )=-72,6 cm/s’ )
= =a(t,)=7799 cm/s (e)
y(t, )=-2849 cm/s’

e Raza de curburd a traiectoriei punctului momentul ¢,=17s este:

o(1)= V) olt, )= 29,044 cm 0

-39
-~ 8.6. Se considerda mecanismul format din doua
Y C bare OC si AB (O =articulatie fixa) si doua
A culise: prima mobila in A si a doua fixa in D
) (fig. 8.6), pentru care se cunosc OC=a, OD =/
si legea de miscare a barei AB: s=DA=vyt.
Se cer:
D
0 \‘P Az ) 1) Ecuatiile sub forma parametrica si implicita
/% Al X a traiectoriei punctul C al bielei .
Voﬂ 2) Porzitia, viteza §i acceleratia punctului C
B pentru pozitia particulara ¢=rn /4, daca se
cunosc valorile numerice:
Fig. 8.6 _
a=10cm, ¢=30cm, vy=30cm/s.
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Rezolvare :

Coordonatele punctului C fata de axele sistemului Oxy sunt:
X, =acosQ
{ Yo =asin@

(a)

Este evident faptul c¢a punctul C descrie cercul derazda: x. + y. =a’

Din triunghiul OAD rezulta :

OD 1 , OD vt
= " Slnq) = =

DA 0+ (vt)

DA Ji* +(vi)

Deci ecuatiile parametrice ale pnctului C sunt:

al
D, —

e ve) "

av,t
Ve =—F—7.
(vt )

Viteza punctului C se obtine derivand expresiile (b):

cos Q=

(b)

. —alvit
X, = ;

(«/62 +(v0t)2)3

av l’ av, !

! ; SVv=Xe+ V. =

(1/52 + (vl )Zf ot (vt)
Acceletatia punctului C se obtine prin derivarea vitezei
2alvt

d
v, 2)2 ( )

Ve =

Viteza si acceleratia punctului C pentru pozitia particulara ¢=mn /4, adica
V2 ¢

‘. . <
pentru  cos¢ = = = t, =— sl au valorile urmatoare:
2 0+ (ve) 12

av,l _av,
(vt ) 20

v(t,)=

=5 cm/s (e)

3 2
: 2alvit, — avg —Sem/ s ®
Hvt )] 2

a(t1): (E
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8.7. Se considerd bara AB ce aluneca cu extremitatile sale A si B dupa directiile
axelor Ox §i Oy ca figura 8.7, astfel incdt punctul B se deplaseaza spre originea
O cu viteza vp=vz=constant. Se cer:

1) Ecuatia traiectoriei punctului M al barei, stiind ca MA=a, MB=b.

2) Porzitia, viteza si acceleratia punctului pentru ¢;=m/6 s, daca se cunosc
valorile numerice pentru: a=20cm, b=10cm, vy=5cm/s

Rezolvare :
Se noteaza cu ¢ unghiul OBA
(fig. 8.7). Coordonatele punctului
M fata de axele sistemului Oxy sunt:
x, =bsing
{ Y, =acos®
Eliminand parametrul ¢ se obtine

ecuatia traiectoriei sub forma unei elipse

cu centrul in O, de semiaxe b si a: »
2 2
X
Lt o1=0 (b) Fig. 8.7

Componentele vitezei si acceleratiei punctului M se obtin prin derivarea
relatiilor (a):

X, =b¢p-coso
{yM :_a(p'Sin(P
X, =—bd’ - sin@+bP-cos
{j}M =—ad’ -cosp—a- sin@

(c)

Pentru a determina marimile vitezei unghiulare ¢ si acceleratie unghiulare
¢ se exprima componentele vitezei punctului B in functie de parametrul o:

x,=0 x,=0
—
v,=(a+b)coso V,=—(a+b) ¢-cosp

(d)
: Vv,
=p="—""
(a+b)sing
Daca se deriveaza in raport cu timpul viteza unghiulard ¢ se obtine:
2
. 12 cos @
¢= : (©)

_(a+b)2 sin’ @

Inlocuind (d) si (e) in relatiile (c) se obtine:



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICA 109

Xy = :“bctgcp ;

a =y, =— \/a2 +bictg’e (f)
, av, a+b
yM = (: Ct)

a+b
bv’

X =—bp’ -sin@+bd-cose=— 0
M P P oP ? (a+b) sin’ ¢
Jy =—a’ -coso—ap-sinp=0 (2)

bv:

0

a =
Y (a+b) sin’ @

Pozitia , viteza si acceleratia punctului M pentru ¢;=m/6 sunt:
x,, =bsing, =5 cm
v, =acos@, =1732cm

v (¢,)= % \/Cl2 +b’ctg’p, =4,41cm/ s
a+b
bv; (h)
a,(o,)= b =222 cm/s’
(a+b) sin’ ¢,

Observatie :

La acelasi rezultat dat de relatiile (g) se poate ajunge derivand relatiile (f):

jéM :—bVO (Ctg(p) = bVO . (_ ;P) = — szO 3
a+b a+b sin"o (a+b) sin @
Yy =0

8.8. Se considerda mecanismul
format din doua bare articulate OC
si AB si doua culise: prima culisa
din A dupa axa Ox §i a doua culisa
din B dupa axa Oy (fig. C1.8), unde
OC=AC=CB=AM=1! si legea de
miscare a barei OC, @(t)=3nt
(rad).

Se cer: 1) Ecuatiile sub forma
parametrica  si  implicita  a
traiectoriei punctul M. 2) Viteza si

acceleratia punctului M la
-7 Fig. 8.8 momentul t;=1/9 s daca se
cunoaste valoarea pentru

¢ =30cm
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Rezolvare :

Coordonatele punctului M sunt:

x,, =30-sing
(a)
v, =—L-cos@

Ridicand la patrat relatiile (a) si Tnsumand membru cu membru, se
obtine ecuatia traiectoriei sub forma implicita:

(sz +y =07 =0 (b)
3
care reprezintd o elipsa avand centrul in origine si semiaxele: a =3/; b=/
Deci ecuatiile parametrice ale pnctului M sunt:
x,, =30 -sin3nt
{yM =—{-cos3mt ©)
Viteza punctului M:
{XM =97l - cos3mt
v, =3nl-sin3mnt (d)
(1) =i + 52, =3nl1+8cos’ 3t
Acceleratia punctului M:
X, =270 - sin3nt
{j}M =91/ - sin3mt (e)
= a(1) =%} + 7, =917 -1+ 8sin® 3t
Pozitia, viteza si acceleratia punctului M la momentul ¢, =1/9 s, sunt :
{xM (t,)=30-sin3nt, =77942 cm
v, (t,)=—L-cos3nt,=—15cm

V(t, ) =+%% + 32 =31l -1+ 8cos® 3nt = 489,726 cm /s ()
a(t,)=9m*0 -1+ 8sin’ 3nt =7050,38cm/ s°
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8.9. Se considera mecanismul format din doua bare articulate OC si AB §i doua
culise: B dupa axa Ox si C dupa axa Oy (fig. C1.8), unde OA=AC=AB=1 si
legea de miscare a barei OC, p(t)=wt (w=const).

Se cer: Viteza si acceleratia punctelor B si C in functie de t §i la momentul
t;=1/18 s daca se cunoaste valoarea lungimii { =10cm §i =37 rad/s.

Rezolvare : Ay
Coordonatele punctelor B si C sunt:
{xB =20 -cosot
=0
Vs (a)
x.=0 A
{yc =20 - sinot
Viteza punctelor B si C sunt: o
X, =—2lo-sinmt _ X
0o = v, =2lm-sinot §/> y )
e o) 7 <o
%e =9 20 ‘
=>v.=2l®-cos® i
V. =2l cosot ¢ Fig. 8.9
Acceleratia punctelor B si C sunt:
¥, =—2(w’ - cos wt ,
.. =a, =2l®" -cosnt
Yy =0 ©
. =0 .
. .. =a, =2l -sinwt
V. =2l -sinmt

Pozitia, viteza si acceleratia punctelor B si C la momentul t,=1/18 s, sunt :

{xB =20-cosn/6=1732cm

=0
Vg d)
x.=0
{yc =20 -sinnt/6=10cm
v, =2lo0-sint/6=9425cm/ s ©
e

v, =2lmw-cosnt/6=16324cm/s

a,=20®’" -cosn/6=1538,52 cm/s’ 0

a.=20w’-sint/6=88826 cm/s’
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PROBLEME PROPUSE

8.10 ... 8.13. Se considera bara AB ce aluneca ca figura (fig. 8.10 ... 8.13),
astfel incat punctul B ramdne permanent in contact cu muchia/suprafata
cilindrica iar punctul O se deplaseaza cu viteza vy=constant. Se cer:

1) Ecuatia traiectoriei punctului M al barei, cunoscand h, R, MA=a, MB=b.

2) Pozitia, viteza si acceleratia punctului la momentul t.

Y1

0O, M

NN

NNNANNNNNN
N

X1

5777770 Figs i

Fig. 8.10
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CAPITOLUL IX
DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL

9.1. Se considera un punct material de masa m care se deplaseaza pe o
suprafata orizontala AoA;= L, cu frecare (u # 0), pornind din A, cu viteza
initiala v, data.(fig. 9.1.a) Se cere: Sa se studieze miscarea pe ApAj,
deteminddu-se viteza in A; (v4; = v;), folosind atdt ecuatia de miscare cat §i
teorema de variatiei a energiei cinetice.

Rezolvare:

Se alege sistemul de axe Oxy cu originea in A, s1 axa Ox pe ortizontala,
cain fig. 9.1.b. Ecuatia vectoriala de miscare pe AoA; se scrie:

mir=G+N+T (a) vo N \
care proiectata pe axele x si y conduce la ‘A‘)/ = ///////41/
mx =T .
. (b)
my =-mg + N *y
-~
la care se asociazad conditia geometrica: Vo T |N v
y=0 (3=0), (c) |A=0 7% % »
G
si conditia fizica a frecarii: b.
T:HN, (d) Fig. 9.1

Tinand seama de conditia (c), din a doua ecuatie (b) se obtine: N =mg

Tinand seama de conditia (d), dacd inlocuim in prima ecuatie (b) se
2

obtine: X=—pg =x=-ugt+C =X = —ug% +Ct+C, (e)

Punind conditiile initiale la momentul t=0 = x(0)=0, x(0)=v,se

obtin constantele de integrare din (e): C; = v, C; = 0. Deci legile de miscare
2

sunt: x(t)= —Mg% +vt,  V(t)=-pgt+v, ()
Eliminand parametrul t se obtine: v(x)=4/ve —2ugx (2)
Pentru x = x, = L, se obtine viteza din A;: v, = /v, —2pgL (h)
Iar din teorema energiei cinetice : E, — E, =L, adicd
mv:.  mv, &

2‘ 20 = j Xdx =—pmgL , sise obtine aceeasi expresie pentru v;.
0
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9.2. Se considera un punct material de masa m care se deplaseaza pe un plan
inclinat cu unghiul « , cu frecare (u;t 0), pe linia de cea mai mare panta,
pornind din Ay cu viteza initiala v, data (fig. 9.2.a). Se cere:

1) Sa se determine legea de miscare la urcare §i sa se determine distanta
ApA ;=L (in A; punctul material se opreste), folosind atdt ecuatia de miscare
cdt §i teorema de variatiei a energiei cinetice.

2) Sa se determine legea de migcare la cobordre daca W\<tgo §i sa se

determine viteza cu care trece prin A, folosind atdt ecuatia de migcare cdt
si teorema de variatiei a energiei cinetice.

coborare _

ol N

urcare .y

Fig. 9.2

Rezolvare:

1) In cazul urcirii pe planul inclinat, se alege sistemul de axe Oxy cu originea in
Ay s1 axa Ox pe directia planului in sensul miscarii, ca in fig. 9.2.b si se
elibereazda punctul de legdturi introducandu-se fortele de legatura
N si T (T =upN) (conform axiomei legaturilor).

Ecuatia diferentiala a miscarii pe 4y4;, In proiectii pe axe se scrie:

mx =—mgsino—1T;

L (a)
my =-mgcosa.+ N,
Ecuatia traiectoriei (conditia geometrica) este:
y=0(y=0; y=0) (b)
Conditia fizicd a frecarii este: T=uN, (©)
care introduse in (a) conduce la:
N =mgcos a
L . (d)
X¥=—g(sino+pcosa)
Integrand succesiv de doud ori ultima ecuatie (d), se obtine:
Xx=—g(sino+pcosal+C,
(e)

X = —%(Sinoc+p,tcosoc)gt2 +Ct+C,.
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Daca se introduc conditiile la momentul initial # = 0 :
x (0) =0, x(0)=v, rezulti constantele de integrare: C, =v,, C, = 0.

Legea de miscare este data de:
1, . )
x(t):vot—a(smoc+ucosoc)gt ()

v(t)=X(t)=v, —(Sinoc+ucosa)gt.

Eliminand parametrul t se obtine:

v(x):\/vj—ng(sinoc+ucosoc) (g)

in punctul A; deplasarea este x,; =L si vy; =0, rezulta:
2
- . ()
2g(sina+pcosa )

Teorema energiei cinetice se scrie:

E1 - Eo = L0—1

1

unde: £, =0, E, =§mv§

L, = OJ;F -dr :0[1[(— Gsino.—T)i +(~ Gcoso.+ N )j_] (a’xzT )

L, =(-Gsina—T)L
deoarece: T =uN, N=Gcosa,
0-1

avem: L, = —mgL(sinoc + ncos oc)

Inlocuind in teorema energiei cinetice, obtinem aceeasi relatie pentru L.

2) In cazul coborarii pe planul inclinat, se alege sistemul de axe Oxy cu originea
in 4; si axa Ox pe directia planului in sensul miscarii, ca in fig. 9.2.c , se
introduc fortele de legatura N si T
Ecuatia diferentiald a miscarii pe 4,4, In proiectii pe axe se scrie:

mx =mgsino—T;

my =-mgcosa.+ N, 0
Ecuatia traiectoriei (conditia geometrica) este:

y=0(y=0;y=0) Q)
Conditia fizicd a frecarii este: T=uN, (k)
care introduse 1n (i) conduce la:

N =mgcos a n

X= g(sin o — pLcos oc)
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Integrand succesiv de doua ori ultima ecuatie (1), se obtine:

x=g(sina—pcosa)+C,

X =%(sinoc—ucos a)gt’ +Cit+C,. (m)
Daca se introduc conditiile la momentul initial ¢ =0 :
x (0) = 0, x(0)=0 rezulti constantele de integrare: C, =0, C, = 0
Legea de miscare este data de:
x(t) =%(sinoc—ucos o )gt’ (n)
v(t)=Xx(t)= (Sina—ucosoc)gt.
Eliminand parametrul t se obtine:
v(x) =\/2xg(sinoc—ucos o) (o)
In punctul 4y (la cobordre) deplasarea este x = L si viteza v W =Vo s
rezulta: v, = \/ 2Lg(sino — pcosa.) (p)

unde nlocuind valoarea lui L obtinuta cu relatia (h) rezulta:

, Sino — 1cos o
VO = VO : (q)
sino.+ pLeosa

Teorema de variatie a energiei cinetice se scrie:
EAO o EAI = LAI _AO
de: £, =0, E,6 = e
unde: £, =0, o= 2mv0 ()

L, = J‘F : dF:I[(GSina ~T) +(~Gcosa. + N)]]- (dxf)
0-1 0-1 (S)
L, , =(Gsina-T)L

Inlocuind in teorema energiei cinetice, obtinem pentru v’ aceeasi expresie:

v, = \/2Lg(sina —Hcosa ) (t)

Observatie:

Radicalul din relatia (p) are sens dacd sino—pcoso >0 adicd p<iga
sau @<o,unde ¢ este unghiul de frecare (¢ = arctgu ). Aceasta conditie este
prevazuta in enuntul problemei.
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9.3. Se considera un punct material de masa m care se deplaseaza pe o
suprafata cilindrica exterioara de raza R, fara frecare (u = 0), pornind din A,
cu viteza initiala v, (fig. 9.3.a.).

Se cere sa se studieze miscarea pe ApA;, detemindnd viteza in A; (v4;) cdnd

punctul material paraseste suprafata cilindricad, atdt din ecuatia de miscare cat
si din teorema de variatiei a energiei cinetice.

Fig. 9.3

Rezolvare:

Se alege sistemul de axe natural cu originea in A, ca in fig. 9.3.b. Ecuatia
vectoriald de miscare pe portiunea cilindrica se scrie:

mr =G + N (a)
care proiectata pe axele sistemului natural se scriu:
mv =mg sin0
v’ (b)

m—=mgcosO— N
p

unde inlocuind: v = dv_dv d9_vadv

di  do dit RdO

in prima ecuatie din (b) se obtine:

vdv =g sin0 sau : vdv = Rg sin0do
R db
2
Prin integrare se obtine :v? =—Rgcos0+C (c)

Introducand conditiile initiale: 6(0)=0, v(0)=v,
2
se obtine constanta de integrare: C = %‘) + Rg ,

Legea de miscare a punctului pe suprafata cilindrica se scrie:
W(0)=12Rg(1 - cos8)+ v’ (d)
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Inlocuind (b) si p=R (conditia geometrica a miscirii) in ecuatia a doua
din (b) se obtine reactiunea normala:

2
my,

N(0)=mg(3cos®—2)— (e)

Presupunand ca in A; punctul material paraseste suprafata cilindrica, se
impun urmdtoarele conditi: 0=a , N=0 si v=v,, deci relatiile (d) si (e) se
scriu:

v, =2Rg(1 - cos L)+ v;
mv, 80
R

0=mg(3coso—2)—-

obtinandu-se:
v, +2Rg
3Rg '
2

2R ;
) = / g3+ v,
v. +2Rg <

Intrucat se impune conditia: 0 < coso = -
3Rg

rezultd: v, <\/Rg (h)

Aceasta reprezintd conditia ca punctul material sa nu paraseasca suprafata
cilindrica inca din punctul A,.

cosa =

(2)

L,

Determinarea vitezei v; aplicand teorema de variatie a energiei cinetice.
Aceasta se scrie:

E -E =L, (1)

unde: E, :%mvj; E, :%mvf;

L, = [(G+N)-dr =[G Rsin6dd=-GRcos®
0-1 0-1

=GR(1-cosa) ()

0
sau (vezi fig. 9.3.b):
L,.=L,,+L, =L, ,+0=mg(A,0—-BO)=mgR(1-cosa)

A0-A1

Aceasta semnifica faptul ca lucrul mecanic nu depinde de drumul parcurs
de punctul material, forta de greutate fiind o forta conservativa.

Inlocuind in (i) rezulti viteza punctului cidnd périseste suprafata
cilindrica:

v, = V2 +2Rg(1 - cosa)
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9.4. Se considera un punct material de masa m care se deplaseaza pe o
suprafata cilindrica interioara de raza R, fara frecare (u = O), pornind din A,
cu viteza initiala v, (fig. 9.4.)

Se cere sa se studieze miscarea
detemindnd viteza si rteactiunea
din punctul A atdt din ecuatia de
miscare cdt si din teorema de
variatiei a energiei cinefice.

Rezolvare

Se alege sistemul de axe natural cu
originea in punctul curent A, ca in
fig. 9.3.b. Ecuatia vectoriald de
miscare a punctului material pe
suprafata cilindrica interioard se
scrie:

Fig. 9.4

mr =mg + N (a)
care proiectata pe axele sistemului natural conduce la :

my =—mg sin 0,
Vv’ (b)

m—=—-mgcos 0+ N

N ) .dv dv dO v dv
Inlocuind: v=—=—."——= "~
dt dOo dt R dO

in prima ecuatie din (b) se obtine:

vdv =g sin0 sau : vdv =—Rg sin0d0
R db
2
Prin integrare se obtine :% =RgcosO+C (c)

Introducand conditiile initiale: 6(0)=0, v(0)=v, , se obtine constanta de
2

integrare: C:%O—Rg ,

Prin urmare legea de miscare a punctului se scrie:

v(0)= \/voz ~2Rg(1-cos0) (d)

Utilizand si a doua ecuatie (b) se obtine legea de variatie a reactiunii
normale:

2
my;

N(G):mg(3cos6—2)+7 (e)
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Teorema de variatie a energiei cinetice se scrie: £, —E, =L, , ()
. 1 2 1 2 1 2A2
unde : E, zamvo, E, zamv =EmR 0 (2)

0

L,,= _[(5 +N)-dr = IF’ -ds :j(— Gsin®)R de :ngcosq)‘s =-mgR(1 - cos0)
Ay A ApA 0

saw: L, , =L, ,+L, , =L, ,+0=mg(A,0—-BO)=mgR(1-cos6) (h)

Aceasta semnifica faptul ca lucrul mecanic nu depinde de drumul parcurs
de punctul material, forta de greutate fiind o forta conservativa.

Inlocuind (g) si (h) in (f) se obtine:

%mRzé2 — %mvé = —mgR(1—cosB) (1)
obtinandu-se aceeasi expresie a legii de miscare (d) :
v(G):\/vo2 —2gR(1-cosb). ()
Observatii:

» Din expresia vitezei rezultd cd pentru v, <./2Rg punctul material parcurge

un arc de cerc avand unghiul 0 <90°, dupa care se intoarce pe acelasi drum
(pe suprafata cilindrica) ;

» Pentru valori ale lui v, cuprinse intre: \/2Rg <v, <./5Rg, reactiunea N se
anuleaza pentru valori ale unghiului: 90° <0 <180°, adica punctul material
se desprinde de pe suprafata cilindrica si cade in aer;

> Pentru v, >,/5Rg rezulta atat v>0 cat si N>0, deci punctul material nu se
desprinde de pe suprafata cilindrica si 151 continua miscarea tot timpul pe
suprafata cilindrica.

9.5. Se considera un punct material de masa m care se deplaseaza pe o
suprafata cilindrica interioara de raza R, §i unghi a fara frecare (uzO),
pornind din A, cu viteza initiala v, (fig. 9.5.)

Se cere sa se studieze miscarea
deteminand viteza in A; (v;) atat
din ecuatia de miscare cdt si din
teorema de variatiei a energiei
cinetice.

Rezolvare

Se alege sistemul de axe natural cu
originea in A, ca in fig. 9.5.b.
Ecuatia vectoriala de miscare a
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punctului material pe suprafata cilindrica interioara se scrie:
mr =mg + N (a)
care proiectata pe axele sistemului natural conduce la :

mv =mg cos0,

Vv (b)

m—=-mgsin®+ N

inlocuind: v :@ :ﬂ@ :Kﬂ st p=R (conditia geometricd) in
dt db dt RdO
prima ecuatie din (b) se obtine:

1@ =g cos0 sau : vdv = Rg cos0db
R db

2
Prin integrare se obtine :v? =Rgsin®+C (c)

Introducand conditiile initiale: 6(0)=0, v(0)=v, se obtine constanta de
2
: % : : : :
integrare: C= 70 , prin urmare legea de miscare a punctului se scrie:

v=\/v§ +2Rg sin® (d)

Utilizand si a doua ecuatie (b) se obtine legea de variatie a reactiunii :
mv,

N =3mgsin6 + (e)

In punctul A, viteza punctului si reactiunea normali sunt:
2
my

vl:\/v§+2RgSinoc, N, =3mgsino + RO (f)
Teorema de variatie a energiei cinetice intre pozitiile A si A se scrie:

EA - EAO = LAOA

unde energia cinetica pentru cele doud pozitii se scrie:
1 1 1
E, =—mv:, E, =—mv’=—m’ (g)
4, ) 0 4 7 ) g

si lucrul mecanic efectuat asupra punctului intre 4, s1 A:
0

L, = '[(C_?+]V)-d17: '[FT -ds :_[(GCOS(p)qu) :ngsin(ps =mgR sin 0
ApA AgA 0
saul, =L, ,+L,, =0+mg-AB=mgRsin0 (h)

- : .1 1 :
Inlocuind in (f) se obtine: —mv’ ——mv. = mgRsin® , rezultind aceeasi
H 2 2 0

expresia (d) a legii de miscare: v = \/ ve +2Rg sin® (1)
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9.6. Se considerd un punct material de masa m, care este lansat in sus pe
directie verticala cu viteza inifiala v, =v,. Se cere legea de miscare i

determinarea inaltimii maxime la care ajunge in urmatoarele trei cazuri:

1) cdnd asupra punctului actioneazd numai forta de greutate G = mg

2) cénd asupra punctului actioneaza atdt forta de greutate G =mg cdt si forta

de rezistentd a aerului de forma R =—kmv .
3) cand asupra punctului actioneaza atdt forta de greutate x
=~ : 9 .= v
G =mg cdt i forta de rezistenta a aerului R = —kmv*' —. A
%
Rezolvare: B
a . . . . - . . ~ V
1) Intr-o pozitie intermediara pe AyA;, ecuatia vectoriala a AT_
C : G
miscarii se scrie: iﬁ
mr = mg (a) _
L Vo
care proiectata pe axa verticald Agx se scrie: X =—g. T
Ag
Integrand succesiv de doud ori avem:; 7
, £ Fig.9.6
x=—-gt+C, x=—g5+Clt+C2 (b)

Punand conditiile la momentul inital (z = 0): x(0) = 0, x(O) =V, se obtine:

C; =v;, C; = 0, iar legile de miscare pentru viteza si deplasare sunt:
2

gt
X=—=——+V,

2 " (©)
v=—-gr+v,

Eliminand timpul t se obtine viteza v in functie de deplasarea x:

v=1ly; - 2gx (d)

In punctul de inaltime maxima A; avem:

v, =v, =0, x, = h, iar din (d) rezulta:
SN g ©
2g 2¢g

2). Intr-o pozitie intermediara pe ApA; ecuatia vectorialda se scrie:
mr =mg —kmv, care proiectatd pe axa Agx conduce la ecuatia diferentiald
neomogena: X+kx=—-g a cdrei solutie generald are forma:

x=C +Ce™ —% (f)

si derivata x=v=-kC,e™ — % (8)
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Punand conditiile initiale: x(0) = 0, x(O) =v, se obtin constantele de
integrare: C,=-C, = kv‘}; g , care introduse in relatiile (f) si (g) conduc la:
x=RtE () 8,
k k
kv, + )
y=i=NTE &
k k
Iniltimea maxim3d x, =/ se obtine pentru v=0 = ¢ L=
=Ll 14 si h=lo| 1o & g0 (i)
k g k| kv, g
3) Intr-o pozitie intermediard pe A¢A,, ecuatia de miscare vectoriald se scrie:
mr = mg — kmv’ Y ()
v
care proiectata pe A¢x ne conduce la ecuatia diferentiala:
¥=-g-— ki’ (k)
2
unde 1nlocuind: X = d jc = ﬂ X=v, avem:
dt” dt
@——( +kv2):>L— —kdt = ——— ——aret —kt+C (1)
a ® g/k+v 4/ & ek 4/

Punénd conditiile initiale la ¢ =0: v(O) =V) se ob‘glne :

| v
= ——arctg——
N AN
care inlocuita in (1) se obtine timpul t in functie de viteza:
_arctg(vy\g/k)—arcig(v\g/k) (m)
Jkg

Daca 1n ecuatia (k) se fac substitutiile:

. dx dv dv dx dv
x:—:v(x(t)), = = . =
dt dt dx dt dx

se obtine:

vﬂ:—(g+kv2) vdy =—dx = Lln(g+kv2)=—x+C (n)
dx g+ kb’ 2k

Din conditiile initiale la # = 0: x(0) = 0, v(0) = v, se obtine:

2
C- izn(g +kv?) de unde rezulta;  x= - 1n SR 0)
2% 2% g+ kv

J (p)

InA;avem: v=v, =0,

. _ | (
si rezulta: =—
2k
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9.7. Se considerd un punct material de masa m, care este lansat in cdmp
gravitational cu viteza initiala v, a carei directie face cu planul orizontal

unghiul o. Se cere legea de migcare §i determinarea inaltimii maxima la care
ajunge in urmatoarele doua cazuri:

a) cand se neglijeaza rezistenta aerului - asupra punctului actioneaza numai
forta de greutate G = mg

b) cand nu se neglijeaza rezistenta aerului - asupra punctului actioneaza atdt
forta de greutate G = mg cat §i o forta de rezistenta de forma R =—kmv .

y A v B ‘73
Yy
0 A x
/ > *
s —\
Fig. 9.7a. vV, \
Rezolvare
a. Miscarea In aer cand se neglijeaza rezistenta aerului
Ecuatia fundamentald a dinamicii se scrie: F = G = mg (a)
sau mr=mg  sau F=g. (b)

scrisd sub forma proiectiilor pe cele trei axe conduce la :
=0, yp=-g, =0 (c)

Daca se integreaza succcesiv in raport cu timpul, ecuatiile diferentiale (c)
se obtine solutia generala:

i=C, y=—gt+C,, :=C

3

t’ (d)
x=Ct+C,, y=—g5+C2t+C5, z=C,t+C,

Conditiile initiale privind pozitia i viteza la momentul # = 0 sunt:
X(O)IXOIO, y(O):yozo’ Z(O):ZOZO

v,. =x(0)=v, cosa, Vy, = y(0)=v,sina,, v, =2(0)=0 ©)
Introducand conditiile (e) in solutiile generale (d) se obtine:
0=0+C, 0=0+0+C,, 0=0+C, 0

v,cosa =C,, v,sina=0+C,, 0=_C,
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care conduc la:
C,=vycosa, C, = vy sing, C;=0C;=Cs=C5=0 (2)

Introducand valorile (g) in (d) se obtine solutia particulara ciutata:

x=(v,cosal, ¥ :—%+(VO sina)t, z=0 (h)

Ecuatia z = 0 aratd ca traiectoria descrisa de punctul material este situatd
in planul vertical (Oxy) care contine vectorul v, .

Eliminand timpul din ecuatiile (h) se gaseste ecuatia traietoriei sub forma
explicitd ce reprezinta o parabola cu axa de simetrie verticala:
g
2

——=——x" +x-1ga. (1)
2v, cos” a

y=-

Din relatia (h) se deduc, prin derivare, relatiile:
Xx=v,cosa, y=—-gt+v,sina, z=0. ()

deci:

V=& 457+ 2 = vy —2gy )

Elementele caracteristice ale migcarii sunt:
» distanta x,=0A dintre punctul de lansare O si punctul A unde traiectoria
intdlneste din nou axa Ox, numita bataie, se obtine din ecuatia (i) pentru :

2 sin2 :
yvq =0, rezultd: OA= Yo SMZE ()
g
OA devine maxima pentru sin 2« = I, adica o = 45° (OA),W =v,/g
» inaltimea maxima atinsa de punctul material se obtine din conditia:
dy g
—=0 < ———=——2x+tga=0 k
dx 2v: cos’ o & (k)
2 - 2
de unde se deduce : x, = VO.S;—HCZ. ()]
g

< s OA o o : :
Se observa ca x, =O0B, = datoritd proprietdtilor de simetrie ale

parabolei.Ordonata punctului B (sau indltimea maxima) se obtine inlocuind

(&) in (i):
) -BB- ve sin’® a
max 1 :

29 (m)

2
1%

2g
Inaltimea maxima depinde de viteza v, si de unghiul ¢, ca si bataia, atingand
valoarea maxima pentru sin’a = I, adicd a = 90":
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b. Miscarea in aer cand nu se neglijeaza rezistenta aerului

Ecuatia fundamentala a dinamicii se scrie:

mr =F +R (n)

B Traiectoria 'n vid

E

Fig. 9.7b

Intrucat forta de rezistentd a aerului este de forma: R =—kmyv ,
descompunand R in componentele sale dupi axele de coordonate:

R =—kmx; R =-kmy;, R =0 (0)
atunci ecuatiile diferentiale ale miscarii in proiectii pe cele trei axe sunt:

mx =—kmx X+kx=0

my =—kmy—mg  sau Vv+k y=—-g (p)

mz =0 zZ=0

Solutiile generale ale ecuatiilor (p) sunt:

x=C+Ce"; y=C+Ce™ —%t; z=C,+C,t )
iar prin derivare rezulta vitezele dupa cele trei directii:
i=—kCe™; j=—kCe™ - % =C, (¥)
Conditiile initiale (pozitia si viteza punctului pentru ¢#=0) sunt :
x(0)=0 y(0)=0 z(0)=0
. : : : (s)
%(0)=v, cosa, 7(0)=v, sina. £(0)=0.
care daca se introduc in ecuatiile (q) si ( r) se obtin constantele de integrare:
C - v, cosoc,_ C - Y cosoc; C - g+kv, Sinoc;
k k K
+ kv, sino ®
c, =S o —c =0

4 kz
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Ecuatiile (q) devin:
X = M(l — e_kt )’-

g+ kv, sina ) g,
y:k—g(l—ek)——t, (u)
z=0
Eliminand timpul din primele doud ecuatii (u) se obtine ecuatia
traiectoriei sub forma explicita:

y:x-tga+i+§ln I—L. (V)
kv,cosa k Vv, cosa

Se observa ca curba traiectoriei admite o asimptota verticala a carei
ecuatie se deduce cand ¢ — o 1n ecuatiile parametrice (t):

Vv, coS
X=X, =——. (W)
k
Prin derivarea relatiilor (8.64) se deduc componentele vitezei:
+ kv, sina
Xx=v,cosoe™; y= g £ e — g,’ z=0 (x)

k k
Punand conditia y =0, se gaseste punctul de inaltime maxima D al

traiectoriei. Deci timpul necesar deplasarii din O in D este:

. :lln g+kv, sina.

k g
Inlocuind in expresia (u) se obtine indlfimea maxima a traiectoriei $i
abscisa corespunzatoare acestui punct:
v, sina g, g+kv sina
k k? g
2 - 2 .
_Vysinacosa vy sinla

(y)

ymax:yD: (Z)

p = Xg

g+kv,sina  2(g+kv,sina)

9.8. Se considera un punct material de masa m care se deplaseaza fara frecare
(uzO) pe conturul circular ApoA;, de raza R=CAy=CA; cu viteza initiala v,
(fig.9.8). Dupa ce parcurge acest drum cu unghiul la centru o.=m/2, continua
deplasarea in aer A;A; (OA;=h). Se cere:

1) Sa se studieze miscarea pe AyA;, folosind atdt ecuatia de migcare cat §i
teorema de variatiei a energiei cinetice.

2) Sa se studieze migcarea pe portiunea A,A, in doua variante de actionare a
fortelor de rezistenta a aerului: a) R =0; b) R =—kmv
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Rezolvare

1) Miscarea pe drumul 4,4,:

Se alege sistemul de axe natural cu
originea in A, ca in fig. 9.8. Ecuatia
vectoriald de miscare a punctului
material se scrie:

mr =mg + N (a)

care proiectatd pe axele sistemului
natural conduce la :

mv =mg cos 0,

v’ (b)

m—=-mgsin®+ N
p

| x
Fig. 9.8 AZ intmcﬁt'v—@—@-@—lﬂ
e T dt do dt RdO

vdv = gR cos@db

ecuatiile (b) devin: 2 b’
hle (b) m%z—mgsin6’+N ®)

Prin integrare se obtine : v = \/ 2Rgsin® +v; (c)

Din a doua ecuatie (b’) se obtine legea de variatie a reactiunii normale:
2
mvy
N:3mgsin6+T° (d)

In punctul A, viteza punctului si reactiunea normali sunt:
v, = \/voz +2Rgsin(z/2) = \/voz +2Rg (e)

2
my,

N, =3mg + R

Teorema de variatie a energiei cinetice Intre pozitiile 4y $i 4 se scrie:
E,-E, =L, )

1 1

. _ 2 _ 2
unde 1 E, =™ E, =—mv

0
L,, = I(§+N)-dfz IF’ -ds :I(Gcoscp)Rd(p :ngsin(p‘E =mgR sin0
Ay A AgA

0
sau (vezi f1g.98): L, , =L, . +L, ,=0+L, , =mgRsin0

Inlocuind in (f) se obtine legea de miscare (d) :

%mv2 —%mvé =mgRsind = v=,/v}+2Rgsin®
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2.a. Pentru studiul miscarii pe AjA, in absenta rezistentei aerului, se alege
sistemul de axe Oxy ca in fig. 9.8, si se scriu succesiv relatiile:

mr=mg  sau F=g. (2)
care se scriu sub forma ecuatiilor diferentiale, care integrate dau:

x=Ct+C,

¥=0 x=C,
. =1 . = £ (h)
y=-g y=-gt+C, y=—g5+C2t+C4

Conditiile initiale Tn A, privind pozitia si viteza la momentul # = 0 sunt:
X(O) =x,=0, v, = X(O) =V :
B oy (1)
»(0)=n, v, =3(0)=0,
Se obtine sistemul de ecuatii si solutiile :
0=0+C, C,

h=0+0+C, C,=0

X = '
v, =C C, =0 0

1 3

0=0+C, C,=h

4

:Vl

Solutiile ecuatiilor migcarii sunt:

(ﬁ> {ﬁ ®)
y:—gz-l-h '

Traiectoria miscarii este o parabola:

y=—=__x+h, ()

2v

1

care are varful in A, si intersecteaza axa Ox 1n punctual A, de abscisa:

\/Zhvf \/ 2h(v? +2Rg)
‘xAZ = =

g 8
la momentul t; datde : ¢ = Yo _ |28 (m)
Vi g
Dcei viteza punctului in A, este:
v, =)+ 37 (4) = v, +2g(R+h) (n)

2.b. Pentru studiul miscarii pe A;A,, in ipoteza ca rezistenta aerului este de
forma R =—kmv , ecuatiile de miscare conduc la:

mr=mg—kmv sau r=g—kv (o)

ecuatiile diferentiale ale miscarii in proiectii pe cele doud axe sunt:
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X+kx=0
- ()
V+ky=-g
Solutiile generale ale ecuatiilor (p) sunt:
x=C +Ce™;
(@)
y=C,+C,e™" —%t;
prin derivare rezulta vitezele
i=—kCoe™; y=—kCe™ - % (t)
Conditiile initiale (pozitia si viteza punctului in A;) sunt :
x(0)=0 %(0)=v, n
_ S
W0)=h  j(0)=0
care daca se introduc in ecuatiile (q) si ( r) se obtin constantele de
: : _ __V _ g _ 8
integrare: C,=-C, = —;‘, C,=h +F, C, = e
Ecuatiile (q) devin:
\Jve +2R
x:h(l_e—m): Vo g(l_e—kt),
g w)_ &
==(1—-e™)-=t+h
k2 ( ) k
Eliminand timpul din primele doua ecuatii (8.64) se obtine ecuatia
traiectoriei sub forma explicita:
gx g kx
y==—4+=In|1-—|+4h (u)
kv, k v,
Se observa ca curba traiectoriei admite o asimptotd verticala a carei
ecuatie se deduce cand ¢t — o 1n ecuatiile parametrice (t):
%
X=X, = ;1 (V)
Prin derivarea relatiilor (8.64) se deduc componentele vitezei:
v.=x=v, e";
k (W)
v =p=8Ten &,

k k
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9.9. Se considera un punct material de masa m care se deplaseaza cu frecare
(n=0) pe drumul ApA;= 1, cu viteza initiala v,. Dupd ce parcurge fara frecare,
drumul pe arcul de cerc A A, (de raza R), paraseste cercul §i continua
deplasarea in aer(fig. 9.9). Se cere:

1) Sa se studieze miscarea pe AyA;, deteminddu-se viteza in A; (V;), folosind
atdt ecuatia de miscare cat §i teorema de variatiei a energiei cinetice.

2) Sa se studieze migcarea pe portiunea A;A,, determinandu-se unghiul la centru
a i viteza in punctul A, unde punctul se desprinde de cerc.

Rezolvare:

1) Ecuatia vectoriala de miscare pe
Ay Vo Ay Vi

ApA, se scrie: |
—) )
mi—G+N4+T (@) o ///////{

Ay
care proiectata pe axele x siy: C

mx =-T
) (b) .
my =—-mg+ N Fig. 9.9

la care se asociaza:
y= O(:> Y= O), conditia geometrica si

T = uN, conditia fizica ( de frecare). y

Prin urmare, din a doua ecuatie (b) | | Vi ) TI TN A > )

avem: N =mg =T =umg

Inlocuind pe T in ecuatia prima din (b)

aceasta devine:

2
X=-pg = x=-pgt+C, :>x:—pg%+Clt+C2
Introducand conditiile initiale (t=0=> x(0)=0, %(0)=v,) se obtine:
C] =V, Cg =0

si legile de miscare ale spatiului si vitezei:
2

X = —ugz +Vv,t, v=—ugt+v, (©)

sau eliminand timpul legea viteza-spatiu:

V=4V, —2ugx (d)

Pentru x = x, = Lse obtine viteza in A, :v, = /v, —2ugL



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICA 132

lar din teorema energiei (si conditia v, > \2ugl): E, - E, =L,
mv;  mv,

2
v, =+lve —2uglL

2) Ecuatia vectorialad privind miscarea pe arcul de cerc A A, (Fig. 9.9.a) este:
mr =G + N (e)

care proiectata pe axele naturale se scriu:

adica: =-T-L=—umglL si se obtine aceeasi expresie pentru v;:

Le
=<
2|

mv =mg sin©
2

mv—:mgcose—N ®
p

Prima ecuatie din (f) v = g sin9,

\% /Fig. 99b . dv . dv dob v dv

unde v=—=—-—=——, devine:
dt dO dt RdO

2
vdv = Rg sinBd0 care integratd — % =—Rgcos0+C, 1ar din conditiile

2

initiale (t = 0, 6 (0) = 0, v(0) = v;) se obtine C = %‘+Rg si prin urmare legea

viteza-spatiu se scrie: ~ v= \/ 2Rg(1-cos0)+v’ (g)
Inlocuind (g) si p = R in ecuatia a doua din (f) se obtine:

2
my,

N =mg(3cos®-2)-

(h)

Formulele (g) si (h) reprezintd viteza si reactiunea nominald intr-un
punctoarecare de pe arcul A;A,. Presupunand ca in A, mobilul pardseste cercul,

se impun conditiile: 6 =a = N=0si v=v, =v,, iar (g) si (h) se scriu:

v, =2Rg(1 - cos )+ v

mv; (1)

0=mg(3coso—2)-
obtinandu-se:

2 2 T
cosa:ﬂ: v, = 2Rg$:>v2:\/ZRg"'vo ZMgL (_])

Observatie: Daca se impune conditia: O<cosa <1

Rezultd limitele vitezei vy :4/2ngl <v, <./ Rg +2ngl (k)
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9.10 Se considerd un punct material de masa m, care se deplaseaza pe
interiorul sfertului de cerc ApA,, de raza R, fard frecare (n=0), cu viteza initiala

v, =V,, dupd care continud miscarea pe verticalda in aer. Se cer:

1) Miscarea pe AyA; folosind atat ecuatia de migcare cdt si teorema de variatiei
a energiei cinetice.

2) Miscarea pe verticala A;A,, determindnd inaltimea maxima la care ajunge
mobilul de masa m, in cazurile:

a) asupra punctului actioneazd numai forta de greutate G = mg

b) asupra punctului actioneazd atdt forta de greutate G = mg cdt si forta de
rezistentd a aerului avand forma R =—kmv .

¢) asupra punctului actioneazd atdt forta de greutate G = mg cdt §i forta de

. o . 5 v
rezistenta a aerului avind forma R =—kmv’ —.

v

Rezolvare:

1) Ecuatia vectoriald de migcare pe 4,4, este:

mr =mg + N (a)

care proiectata pe axele naturale conduce la :

mv =—mg sin 0,
: b
mv—z—mgcos6+N ®)
p

Tinand seama de conditia geometricd p = R

si de faptul ca:
pdv_dv dO_ dv_vdv
dt do dt dd R dO
Sistemul (2) devine
v dv .
——=—gsind
R db
) (c)

mv—:—mgcos9+ N
R

Prima ecuatie se scrie: Fig. 9.10.a

V2

vdv=—-Rgsinbdd = Y =Rgcos0+C

unde constanta de integrare C se determind din ecuatiile initiale:
2

t=0,v(0) =v,, 60) = 0: C:%—Rg
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prin urmare: v = \/ v, +2Rg(cos0-1) (d)
Utilizand si a doua ecuatie a sistemului se obtine reactiunea normala:

2
N =mg(3cos®-2)+ dad!

(e)

Atat v cat si N au fost obtinute pentru o pozitie oarecare a mobilului,
avand unghiul @ = 0(¢).

.. . . . . T . :
Pentru a gasi viteza in A, se inlocuieste in (d) 0 = 5 si se obtine:

Vy =V =4 Vg —2Rg ()

Aceasta vitezd se poate obtine si utilizdnd teorema de variatie a energiei
cinetice:

E, -E =L, = Tl— 2°:—ng

de unde se obtine pentru v; aceeasi expresie (f) pentruv;: v, =v, = \V, —2Rg

2) a. Studiul miscarii pe verticald in aer fara rezistenta aerului
2 . . . . ~ . . ~ A
Intr-o pozitie intermediara pe A;A,, ecuatia vectoriald de x
miscare este:
Ay
mr =mg, r=g
care proiectata pe axa verticald 4 ,x se scrie: X =—g . v
M;]
Integrand succesiv de doud ori avem; TE
1’ iﬁ
x=-gt+C, x=-g—+Ct+C, _
2 Vi
Punand conditiile initale ¢ = 0, x(0) = 0, %(0)=v, N
1
se obtine: C;=v;, C,=0, 4
o leoi , , , . Fig. 9.10.b
iar legile de miscare pentru viteza si deplasare sunt:
t2
x:—gT+vlt, v=—gt+v, (g)

Eliminand timpul 7 din cele doud ecuatii (g) se obtine :v=4/v, —2gx

Expresia lui v, este data de (f). In punctul de inaltime maximi A, avem:

VA2 = V2 = O’ xA2 = 'xmax = h 2
iar din (6) rezulta:
2 2
p=2r =Y _p (h)
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2) b. Studiul miscirii pe verticald in aer cu rezistenta aerului R = —kmyv

Intr-o pozitie intermediarda pe A;A, ecuatia vectorialda se scrie:
mr =mg + kmv, care proiectatd pe axa A;x conduce la ecuatia diferentiald

neomogena:
X+kx=—-g (1)
a carei solutie generala are forma:
x=C +Ce™" - %t
4
x=v=—Ck— g
k
Punind conditiile initiale: x(0) = 0, %(0)=v, se obtin constantele de
: kv
integrare:  C, =-C, :$
care introduse in (9) se obtine :
x:(h+%j(1_e—kf)_£t
k k k
(k)
v:x:(\}l +§je_kt _g
k k

*

se obtine pentru v, =0, pentru ¢, =t:

Inaltimea maximad x, =h f

L PR deci h=lo|1— & g 140 0
k g k kv, g

2) c. Studiul miscarii pe verticald in aer cu rezistenta aerului R = —kmv’
Intr-o pozitie intermediara pe 4,4, ecuatia de miscare vectoriala se scrie:
mr = mg + kmv’ (m)

care proiectatd pe axa 4;x ne conduce la ecuatia diferentiala: X = —g — kx’

. .. d’x dv . .
unde inlocuind X=——F=— si X=v,avem:
dt= dt
ﬂ:—(g+k\/2):> dv :—dt:Larctng—kt+C (n)
dt &, g g
\% < o
k k k
Punand conditiile initiale la ¢ =0: v(0) =v; se obtine :
| v
C= arct ! 0
g’k & g’k (©)
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Inlocuind (o) in (n) se obtine legea de miscare sub forma unei functii a
timpului # depinzand de viteza v:

arctg(v,\Jg/k )—arctg(vig/k)
t= (p)
kg

Daca in ecuatia (n) se fac substitutiile:

. dx . dv dv dx dv
x:—:v(x(t)), X=—=—-—=v—
dt dt dx dt dx
se obtine ecuatia diferentiala:
vﬂ = (g +h?), vdy —=—dx
dx g+kv

)
= Lln(g + kv2)= —x+C
2k
Din conditiile initiale la z = 0: x(0) = 0, v(0) = v, se obtine: C = iln(g +kv?)

Deci legea de miscare sub forma unei functii a deplasarii x de viteza v se scrie:

2
X = LZn g+ kvlz (r)
2k g+kv
in A;avem: v=v,,=0, x,=h sirezulti iniltimea maxima:
2
h= LZn 1+ kv, (p)
2k g

9.11. Se considerda un punct material de masa m care se deplaseaza pe un plan
inclinat cu unghiul a , cu frecare (p # O), pornind din Ay cu viteza initiala v,
Dupa ce ajunge in A; isi continua drumul in aer.(fig. 9.11.a). Se cere:

1) Sa se determine legea de migcare pe AyA;, folosind atdt ecuatia de migcare
cdt §i teorema de variatiei a energiei cinetice.

2) Sa se determine legea de miscare in aer pe A,A;, in cele doua cazuri:
a) cand se neglijeaza rezistenta aerului ;

b) cand rezistenta aerului are forma R =—kmv .

Fig. 9.11.a Fig. 9.11.b
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Rezolvare:

1. In cazul urcirii pe planul inclinat, se alege sistemul de axe Oxy cu originea in
Ap s1 axa Ox pe directia planului in sensul miscarii, ca in fig. 9.2.b si se
elibereazda punctul de legdturi introducandu-se fortele de legatura
N si T (T =uN ) (conform axiomei legaturilor).

Ecuatia diferentiald a miscarii pe 4p4,, In proiectii pe axe se scrie:

mx =—mgsino—1;

L (a)
my =-mgcosa.+ N,
Ecuatia traiectoriei (conditia geometricd) este: y =0(y=0; y=0)
Conditia fizicd a frecarii este: 7 = uWN,  care introduse in (a) conduc la:
N =mgcosa
L . (b)
X¥=—g(sino+pcosa)
Integrand succesiv de doud ori ultima ecuatie (b), se obtine:
x=—g(sina+pcosal+C,
1 (©)
x= —E(sin o+pcosa)gt’ +Cit+C,.
Daca se introduc conditiile la momentul initial ¢ =0
x (0) =0, #(0)=v,, rezulti constantele de integrare: C, =v,, C, = 0.
Legea de miscare este data de:
1, . )
x(t)=vt —E(sma + L cos oc)gt (d)
v(t)=X(t)=v, —(Sinoc+ucosa)gt.
Eliminand parametrul t din ecuatiile (d) se obtine:
v(x):\/vj—ng(sinoc+ucosoc) (e)

in punctul 4; avem: x,; = L si viteza devine:

v, = \/vj —2Lg(sina. + pcoso) (f)
Acelasi rezultat se obtine dacad se aplica teorema de variatie a energiei
cinetice: £, —E =L,

) 1

. E ZEmvg

unde: E, = %mv o

L, = '[17 -dr = j[(— Gsino.—T )i + (- Gcoso. + N)]_] (dxi)
0-1 0-1
L, = (— Gsino, — T)L =—mgL(sino. + pcosa )

Inlocuind, obtinem aceeasi relatie (f) pentru v,.
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2) a. Pentru studiul miscarii pe AjA, In absenta rezistentei aerului, se alege
sistemul de axe Oxy ca in fig. 9.8, si se scriu succesiv relatiile:

mr=mg  sau F=g. (2)

care se scriu sub forma ecuatiilor diferentiale, care integrate succesiv conduc la:

¥ = A
{x 0 y v,
y = _g A] /{!\\
X' = C / o A N
{. | (h) s I
y=-gt+C, Lsin o
x=Ct+C, Ly

6/ // /Az %

tZ
y=-g—+Cjt+C,
2 Fig. 9.11.c

Conditiile initiale Tn A, privind pozitia si viteza la momentul # = 0 sunt:
x(O):x0 =0, 12 =)'c(0)=vlcosa 0
i

y(0)= Lsina, Vy, = 7(0)=0sino
Se obtine sistemul de ecuatii si solutiile corespunzdtoare pentru
constantele de integrare C;, C,, C;, Cy:

0x

-

0=0+C, C,=v,cosa
Lsina=0+0+C, C,=v, sina ,
X — ()
v, cosa.=C, C, =0
v,sina.=0+C, C, =Lsina
Solutiile ecuatiilor miscarii sunt:
X=vcosa t .
V. =X=vcosa
gt’ _ , o : (k)
y:—7+v1sma-t+Lsmoc v, =y=—gl+vsina
Eliminand timpul din primele doud ecuatii rezulta traiectoria miscarii:
_ g 2 :
y=———">"—5X +igo-x+Lsina, ()]
2(v, cosa.)

care este o parabola (fig. 9.11.c) avand varful in V (v,=0):

v v,
X, =—tgo,;, y,=—sin" o
174 b

vV

g 2g

si care intersecteaza axa Ox 1n punctual A, (y=0) la momentul t, dat de :

—1 |+ Lsina
cos o,

1

|
t :—[v1 Sina+\/v12sinzoc+2Lgsinoc] (m)
g

Deci viteza punctului in A, este: v, = \/xz(t1)+ Vit )= \/vlz +2Lgsina
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2) b. Pentru studiul miscarii pe A;A,, in ipoteza ca rezistenta aerului este de
forma R =—kmv , ecuatiile de miscare conduc la:

mr=mg—kmv sau r=g—kv (n)
ecuatiile diferentiale ale miscarii in proiectii pe cele doud axe sunt:
¥+kx=0 A
- (p) Yo
V+ky=-g v,

Solutiile generale ale ecuatiilor (p) sunt: /Al/\' o

x=C +Ce™; o
(@) G
—C,+C,e™ - L4, G
ek ! k Lsin o
Prin derivare rezulta vitezele X
i=—kC,e™ ; A bhw
’ (1) fof} //// //Az"! F
y=—kC,e™ - s, Fig. 9.11.c |
k
Conditiile initiale (pozitia si viteza punctului 1n A,) sunt aceleasi ca la
punctul precedent:
x(O) =x,=0, V,, = x(O) =V,cos O
S
y(0)= Lsina, Vo, = 7(0)=0sina )
Daca se introduc in ecuatiile (q) si ( 1) se obtin constantele de integrare:
C-—c __heosa C, :VlkSi”—zaJrngLsina,
k
c - _vksino+g
4 k2
Ecuatiile (q) devin:
Lo icosa (1 B e‘k’)
)

YRCOSATE (1 _ )24 Lsin,
K k

Eliminand timpul din primele doua ecuatii (t) se obtine ecuatia traiectoriei
sub forma explicita:

Y:£1+L}6+%ln[l— kx ]-I-LSZ'HOC (u)

vkcosa v, cosa

y:

Se observa ca curba traiectoriei admite o asimptotd verticala a carei
ecuatie se deduce cand ¢t — o 1n ecuatiile parametrice (t):
Vv, cos o
_ _ 1
X=X, = . v)

k
Prin derivarea relatiilor (t) se deduc componentele vitezei:
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v.=x=v,cosae";

y :y:vlkcosoc+ge,,”_§; (W)
g k k
Deci viteza punctului se scrie: v = \/ X(t)+ 7y (t) (x)

9.12. Se considera un punct material de masa m care se deplaseaza in planul
vertical xOy sub actiunea unei forte orizontale proportionala cu departarea
fatd de originea O a sistemului de axe considerat (F =kxi ) . La momentul
initial (t=0) porneste din punctul A, situat pe axa Oy, OAy=h, cu viteza initiala
v, paraela cu Ox (fig.9.12).

Se cere sa se studieze miscarea pe AyA; , distanta OA; unde cade punctul,
precum §i viteza de impact in A;.

Rezolvare
Pentru studiul miscarii in raport cu
sistemul de axe Oxy din fig. 9.12,
ecuatiile de miscare se scriu:
mr=mg+F  sau
T (a)
r=—gj +—Xi
m
sau sub forma ecuatiilor
diferentiale:
(0% 777 X=—x b
Fig. 9.12 om ®)
y=-g
unde dac se noteaza: ®’ =k /m conduce la:
i-w’x=0 ¥=Ce" +Ce x=wCe" —wC,e™
N = t’ =1 (©)
¥=-8 y=—g3+C3t+C4 y=-gt+C,
Conditiile initiale n A, (pozitia si viteza la momentul # = () sunt:
H0)=x,=0, v, =(0)=v, o
s0)=h v, =50)=0,
Se obtine sistemul de ecuatii si constantele C;, C,, C;, Cy:
(0=C, +C, Clz_szv_O
h=0+0+C, 20
= {C,=0 (e)
w=o(C-C)" |0
0=0+C,

Solutiile particulare ale ecuatiilor miscarii sunt:
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L W L R LS
x—zm(e e )—vo\/; sl{\/;tJ X—vo-ch(\/EtJ
m

2

()

y:_gE-l_h y:_gt

Eliminand parametrul timp t din ecuatiile (f) se obtine ecuatia traiectoriei:

_ =)
g
x:v\/i-sh 2kth=y)
Nk mg

Punand conditia y=0 se obtine din (g) distanta OA; unde cade punctul:

{xm = VO\/E ) Sh( 2_kh j (h)
k \ mg

Viteza intr-un punct oarecare A al traiectoriei este:
{v=1/)'c2+y2 :\/vg-chz( k/m-l‘)+gzt2 (1)

Punand conditia y=0 se obtine din (f) timpul ¢ =./2A/g dupa care
punctul ajunge in A; Inlocuind in expresia (i) se obtine viteza de impact :

{vl =\/v§ -chz( @]+2gh ()
mg

9.13. Se considerd un punct material de masa m care se deplaseaza in planul
vertical xOy fiind atras de originea O de o forta proportionala cu departarea

N

(2

fatd de originea O a sistemului de axe considerat (F =—mk>OA) . La momentul
initial (t=0) porneste din punctul A, situat pe axa Oy OAy=h, cu viteza initiala
v, paraela cu Ox (fig.9.13). Se cere sa se studieze miscarea pe ApA; , distanta
OA; unde cade punctul, precum si viteza de impact in A;.

Rezolvare
Pentru studiul miscarii in raport cu
sistemul de axe Oxy din fig. 9.13,
ecuatiile de miscare se scriu:
mr=mg+F  sau

LX) = 2 T 2. (a)
r=—gj—mk xi —mk"yj

/#_, sau sub forma ecuatiilor
0~ _ diferentiale:
Fig. DP1.13
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¥+k*x=0
L (b)
V+ky=-g
avand solutii generale de forma:
x=Ae"™ + Be™ x=C, coskt + C, sinkt
A , sau: C
y=Ce" +De™ —% y=C,coskt +C,sink —% ©)

, _ X =—kC sinkt +kC, cos kt
respectiv derivatele: < . (d)
v =—kC,sinkt + kC,coskt
Conditiile initiale in A (pozitia si viteza la momentul ¢ = ) sunt:
x(O) =x,=0, vy, = x(O) =V,

: (e)
WO)=h v, =5(0)=0,
Se obtine sistemul de ecuatii si constantele C;, C,, C;, Cy:
0=C v, = kC, ¢ =0 C=h+s
h=c,-£ lo=kc, ~ |c,=% ‘ ®
— V3 F - 4 2 k C4 =0
Solutiile particulare ale ecuatiilor miscarii sunt:
x =2 sinkt X =V, coskt
; . g). (8)
y:(h+%jcoskt—% Y= (kh+ k)smkt
Eliminand parametrul timp t din ecuatiile (g) se obtine ecuatia traiectoriei:
2
g
-k
=1 (h)

3 bt

Punand conditia y=0 se obtine din (h) distanta OA; unde cade punctul:

2
Yo g
X, =—|l-————— h
{Al k\/ (k’h+g) ®)
Viteza intr-un punct oarecare A al traiectoriei este:
2
{v- x4y’ —\/v(f -coszkt+(kh+%j sin’ kt (1)

Punand conditia y=0 se obtine din (g) timpul ¢, = arccos T dupa

g+
care punctul ajunge in A;, Inlocuind in expresia se obtine viteza de impact :

2

— 2_g— 2 272 .
{vl—\/v0 (g+k2h)2+(g+kh)(kh 2gh) ()
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9.14. Se considera o sfera M de de greutate G=mg legata printr-un fir
inextensibil de un punct fix A, care descrie o circumferinta orizontala, avand
viteza constantd v,. Se cere sa se determine: tensiunea din fir S, viteza sferei §i
timpul T in care aceasta descrie o circumferinta completd, daca se cunoaste
lungimea firului L si unghiul « dintre fir §i verticala care trece prin A.

(fig.9.14).

Rezolvare
o Ecuatia vectoriala il miscarii se scrie:
A mr =mg + S (a)
S Pentru studiul miscarii se priiecteaza ecuatia (a)
ap pe axele sistemului Frenet (naturale) ca in fig.
a .14, sub forma:
\ 9.14, sub f
A\ my=0
2
v .
m—=_Ssina (b)
p
\ 0=Scosa—mg
Fig. 9.14 o _
Din prima ecuatie rezultd v=v,=const
Din ultima ecuatie rezulta: S = = const. (©)

cosa

Inlocuind in a doua ecuatie raza de curburd p = Lsino., se obtine:

, SLsin’a. _ Lgsin® o

1% Sau:

m cosa

| Lg sin’
y= |28 & (=v, =constant) (d)
cosa.

Perioada miscarii este raportul dintre lungimea cercului (L sine) si viteza:

T:27z-Lsma o |Lcosa ©
v g

9.15. Se considerd un punct material (o bila) de masa m care pleaca din A, in
tubul AyA; inclinat cu ungiul o cu viteza initiala v, , cu frecare (p,t # 0). Cand
ajunge in A; atinge capatul unui resort de constanta elastica k, pe care il
comprima (fig. 9.15.a). Se cere sa se determine lungimea de comprimare L,
daca se cunosc: o, u, k, a=AyA,;

Rezolvare:

Fortele care actioneazda pe cele doud tronsoane Apd; si A;A, sunt
reprezentate in fig. 9.15. bsi c.
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Fig. 9.15

a. Pe primul tronson AyA; se aplica teorema de variatie a energiei
cinetice:

E1 _Eo :LO—I > (a)

2

unde: E, :%mv0 , E :%mv2 (b)

1

L_ = '[F-dfzj‘[(— Gsin(x—T)f+(— Gcosoc+N)]]-(dsz)
0-a 0-a

L, =(-Gsina—T)a

Intrucat 7 = uN = umg coso. , se obtine viteza in punctul A,:

v, = \/v(f —2ag(sino.+pcosa) (c)
b. Pe al doilea tronson A;A; se aplica tot teorema de variatie a energiei
cinetice:
Ez - El = LI—Z >
1
unde: E, =5mv12 , E, =0 (d)

L, = J‘F-dfzj'[(— Gsina —T - F. )i + (- Gcosa+N)j]-(dxf)
0-L 0-L

unde: F,=kx iar lucrul mecanic al fortei elastice a arcului este

L kLZ
dL, =—F.dx=—kxdx = L, =—[kxdx=— :
0

2
L, =(-Gsina-T)L- ké

Rezultd o ecuatie de gradul 11 in L:

kL’ + 2mg(sino. + pwcoso )L — mv’ =0 avand solutia:

[ mg(sina + l1cos 0c)+ \/[mg(sina + l1cos oc)]2 + mkv] ©
B k

unde v, este dat de relatia (c).
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9.16. Se considerda un punct material de masa m care se deplaseaza pe un plan
inclinat cu unghiul o , cu frecare (p # 0) si rezistenta aerului de forma

o 1% . . . . e 7. o .
R= —kmgvz‘?, pornind din A, cu viteza initiala v,. Se cere sa se determine
v

viteza cu care trece corpul prin pozitia initiala A, , la inapoiere.

N
A

Q

Fig. 9.16.a Fig. 9.16.b

Rezolvare:

a) pentru urcare se alege sistemul de axe Oxy cu originea in 4, si axa Ox pe
directia planului in sensul miscarii, ca in fig. 9.16.b si se elibereaza punctul de
legituri introducandu-se fortele de legitura N R si T (T =uN ) . Ecuatia
diferentiald a miscarii pe 4p4,, in proiectii pe axe se scrie:

mx =-mgsinao, —T — kmgv*,

y (a)

my =-mgcosa+ N,
Conditia geometrica se scrie: y=0(y=0, y=0) (b)
Conditia fizicd a frecarii este: 7 = uN , (c)
— X =—g(sino+pcosa)— kg’ @

N =mgcosa

Daca in prima ecuatie (b) se face substitutia:

. dv dv dx dv
X=—=—+—=y—- (e)
dt dx dt dx
rezulta o ecuatie diferentiald cu variabile separabile:
dv

vd—z—g(sinoc+ucosoc+kv2) (f)
x

d(sinoc +ucoso +kv2)

sau =—2gk - dx (2)

(sino+ pcosa + kv?)
avand solutia: ln(sin o+ pcosa + kv’ )z —2gkx +C (h)
Daca se introduc conditiile la momentul initial (¢ =0) :

x(0) =0, x(0)=v,,
rezulta constanta de integrare: C =/n(sino+ pcoso + kv, )
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Se obtine legea de miscare sub forma:

1 ] sinol + peoso + kv,
n

- 2gk  sino+pcoso + kv’
in punctul 4; avem conditiile: x; =L si v,=0, rezulta
2
L= Lln 1+ kvy ()
2gk SinoL + [Lcos o

b. La intoarcere avem urmatoarele ecuatii

diferentiale proiectate pe noile axe
Ox s1 Oy (O=A)):
mx =mgsina.—T — kmgv’,
(k)

my =-mgcosa+ N,

Daca se introduc conditia geometrica:

y=0(y=0, y=0) siconditia fizica a

frecarii (7 = uN'), rezulta :
X = g(sina—pcosa)— kgv’ Fig. 9.16.c

0y

N =mgcosa

. : . . . dv dv dx dv
Daca in prima ecuatie (1) se face substitutia: ¥=—=—-—=

= =y—,
dt dx dt dx
se obtine analog o ecuatie diferentiald cu variabile separabile:

v?:g(sinoc—ucosa—kvz) (m)
x

avand solutia: ln(kv2 + WLcos a— sino. ) =-2gkx+C (n)

Daca se introduc conditiile la momentul initial (¢ = 0): x (0) = 0, si
x(O) =v, =0, rezultd constanta de integrare: C =/n(pcosa —sina )

Se obtine legea de miscare sub forma:

1 cosa — sina
x=——In—" : (0)
2gk kv’ +pcoso —sina
in punctul 4, vom avea in acest caz conditiile: x;=L si v=v,, rezultd
1 / LLcosao — sino

(p)

= n
2gk kv, +pcoso - sina.

Egaland cele doua expresii obtinute pentru L (j) si (p) se obtine vyy:

Sino — |Leos o
vOf :vo 2 . (q)
kv, + pcosa + sino
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CAPITOLUL X
CINEMATICA RIGIDULUI
SI A SISTEMELOR DE RIGIDE

10.1. Se considerd mecanismul format din cinci bare articulate (vezi fig.10.1,
unde O,,0,, O; sunt articulatii fixe iar A, B, C, D articulatii mobile).

Se cunosc: O A=0,B=r; 0,C=0,D=R; 00,=0,0,=AB=CD=/{(>R;
viteza unghiulara a manivelei O, A este » = constant. Se cere sa se calculeze
si sa se reprezinte grafic viteza si acceleratia punctelor A, B, C, D, M, N.
Rezolvare
Patrulaterele O,A4BO, si O,CDO, raman tot timpul paralelograme cu
laturile 0,0, si 0,0, fixe, barele O, 4 , O,B si O,D au o miscare de rotatie ,
iar barele AB si CD o miscare de translatie, deoarece raman tot timpul paralele

cu 0,0, st 0,0, (fixe) c N D

Avem prin urmare : A M B
vV, =0-04=0-r
daro = const = ¢=0
a; =g- 0114 = O (a) ()1 02 03

vo_ 2, — 2. / N\
a,=0 - -0d=0"-r Y 24 b4 b
=a,=a,=0"r Fig.10.1
Deci : v v

N D

Ve

V, =V, =V, =0T

(b) | va

—_— —_— —_— 2.
a,=a,=a, =0 -r

Bara O,C are aceeasi viteza

unghiulara:
®=const casi O 4, o
deci:
v.=0-0,C=0-R

: : p ©

a.=0 -0,C=0""-R
Analog, avem :
V.=V, =V, @

aC:aD:aM

Fig. 10.1.b.
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10.2 Se considerd un cub de muchie a, care se roteste in jurul diagonalei
principale OB cu viteza unghiulara 0)=2\/§80t (fig.10.2).
Se cer: 1) viteza §i acceleratia punctului B

2) vitezele §i acceleratiile punctelor A,A,C,C",0

Rezolvare
Se folosesc formulele lui Euler:
V=V, +OXr
a,=v,+exi+ox(@xF) @ z ! $w
Se alege sistemul de axe mobil (Oxyz) o = -
Elupé muchiile cubului (ca in fig. 10.1). K -
Intrucat v, =0; a, =0, relatia (a) se scrie: a
V,= QX7
_1;=§><_:+6><(6><FB):§><FB +6><\713(b) O a Lo
unde < > g
F, =08 =a(i + ) A
6=O)-V€I"S§=280t(17+]_'+/€) (c) /4/2
£ =267+ 7+ £); Fie 107
Viteza punctului B:
i ok
v, =21 1 1|=2gat(—i+j)=v, =V, +V, +vi,. =22azt;
a a 0 (d)
cos(v,,.i)= Vg —Q; cos(v,,. /)= ke —2,' COS(\713, ,l;) =0
Vi v, 2
Acceleratia punctului B:
i j ok i j Kk
a,=2,l 1 1|+4eat’l1 1 1
a a 0 -1 1 0 (©)

a,, =—2ac,(1+2&,0° § +2ae,(1-2&,0°)j + 8ag’t’k

_ 2 2 2,
ap = \/ale + alBy Tap.,

_ = a _ a, — )
cos(alB,z):ﬂ; cos(alB,k): o cos(alB,k):ﬂ
alB alB a
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Pentru gasirea vitezei si acceleratiei punctelor 4,4,C,C’,0 se procedeaza
in mod analog: v,=®x7r, a =exr +®xv, unde vectorii de pozitie ai
punctelor specificate au expresiile:

F,=0A=ai; 7,=0A4'=a(i+k); 7.=0C=qj

7.=0C'=a(j+k); 7, =00"=ak

Vitezele punctelor specificate se calculeaza astfel:

)]

i j ok i j ok
v, =2¢gtl 1 1:280at(]_'—]€),- v, =2¢gtll 1 1=280at(17—l€)
a 0 O a O a
i j ok i j ok
V. =2¢gtl 1 1:280at(—17+l€)’- V. =2¢etll 1 1=280at(—]_+l€) (g)
0O a O 0 a a
i j Kk
v, =2gdl 1 1= Zaoat(f— ]_)
0 0 a

Acceleratiile punctelor specificate se calculeaza astfel:

i j k i j Kk

a, =2l 1 1|+4e2ar’|l 1 1|=2ag,(j—k)+dac’t*(~20 +j+k)
a0 0 0 1 -1
i j k i J k

@, =2l 1 1|+4ca|l 1 1|=2ae,(i—k)+dae2(-i +2j k)
a 0 a I 0 -1
i j k i j k

a. =2l 1 1|+4e2ar’| 1 1 1\=2ag,(~i+k)+4asit*(i—2j+k)
0a 0 “1 0 1
i j k i J k

. =2l 1 1|+4cka’|l 1 1)=2ag,(-j+k)+4dac2*(2i - j—k)
0 a a 0 -1 1
i ]k i J k

- _ 2 42 _ T 2.2(7 3 np (h)

a, =2el 1 1|+4elar’|l 1 1|=-2ae,(i—j)+4ae’’ (i +j-2k
00 a 1 -1 0
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10.3 Se considera paralalelipipedul dreptunghic avind  muchiile:
OA=a, OC=2a, OO =3a (fig.10.3) care se roteste in jurul axei OC" cu
viteza unghiulara o = \/Esot. Se cere: viteza si acceleratia punctului B .
Rezolvare
Se aleg axele sistemului mobil (Oxyz)dupé muchiile paralelipipedului
dreptunghic (fig.10.3) ; intrucat v, =0, a, =0, viteza si acceleratia punctului
B'se calculeaza cu formulele:

v =oxOB ;a, =exOB +®BxV, (a) , 4
. 7
Intrucat avem : o’ ?/é
OB =ai +2aj +3ak C
. oC - A B/
©=wversOC =o——=¢£,t(2j+3k)  (b)
oc 3a
e=w=¢,(2]+3k)
C
Relatia (a) se scrie: 2a L
e Pentru viteza punctului B’:
- - — X -~ B
i j ok o
v,=0 2 3 let=c,at(3j-2k) .
Fig. 10.3.
a 2a 3a
(c)
le'x = O
= Vi, =36,at =V, = \/vz,,x +V,, + Vv, =13¢,at
V,,. =—2¢,at

— - le',c — - Vley 3 - le/z
cos\v .1 :—'=O;cosv13,,] =—= s cos\v k)= =—

2

e Pentru acceleratia punctului B’ :

ij ok i J ok
@, =0 2 3ga+|0 2 3 let-gat=—13elar’i +g,a(3] - 2k) ;
1 2 3 03 -2 (d)

= a = ag,13(1+13e2")

a, 3
a,  A13(1+13e2*)

cos(a f):aw"‘z — et
T ey, 13014138208

ik :alB’z:_ 2
cos(@,, k) ay, 1301+ 13e2%)

Tema: Sa se determine vitezele si acceleratiile punctelor: BB°A 4”0’ C

i cos(a,,..J)=
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10.4 Se considerd un surub avand diametrul D =20cm si pasul p =4mm.

Surubul incepe sa se roteasca intr-o piulita, pornind din repaus, cu viteza
unghiulara w=2t (s') . Se cere viteza si acceleratia unui punct situat pe

periferia surubului la momentul t| =10s.

Rezolvare:

Miscarea surubului este o miscare elicoidald compusa dintr-o o miscare de
rotatie Tn jurul axului surubului §i o miscare de translatie dealungul axului:

Q)
v=avi+v: unde: v, =v, = P2, v =R
2

T

(a)
€
a=.a’+a; unde: a, =§—,‘ a, =RVe + o
T
Prin urmare, vieza si acceleratia unui punct aflat la periferia lui este:
2 e 2
v=aw L ~+ R, a= (p—j +R2(82+(D4) (b)
(2n) 27
Vieza si acceleratia punctului la momentul 7, =10s cand avem:
®, =20s", ¢, =257, este: v,=2m/ssi a ~40m/s’. (c)

10.5 Se considerd un surub avind raza exetrioara R si pasul p =4mm.

Surubul incepe sa se roteasca intr-o piulita fixa, pornind din repaus, astfel incdt
deplasarea in lungul axei se face cu o acceleratie constanta a,. Se cer viteza §i
acceleratia unui punct situat pe periferia surubului la momentul t .

Rezolvare:
Miscarea surubului este elicoidala (rototranslatie) :

» Pentru miscarea de translatie dealungul axului avem:
vtr = vO = aOt

(a)
atr = aO
» Pentru miscare de rotatie
21 2nRa,t
v =Ro=R-—v, = —,
p P
m Y dv, 2mR ®
T v nRa
a" =Ro’=R-| —at|,; a' =—"= :
p dt p
Prin urmare, vieza si acceleratia unui punct aflat la periferia lui este:
2
21R
v=4v.+Vv. =a,t (—J +1;
p
(c)

2 4
a=v(a,) +a,) +(a,) =, “(@j +R2(ﬁ)

P P
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10.6. Se considerd o bara OA de lungime ( se deplaseaza intr-un plan vertical
cu extremitatea O pe semicercul de raza R, rezemdndu-se tot timpul in B
(fig.10.6.a). Se cunosc viteza de deplasare a punctului O, v, = constant. Se

cer: Ecuatiile Bazei si Rostogolitoarei miscarii §i vitezele punctelor A si B ale
barei.
Rezolvare:

Se duc perpendiculare pe directiile vitezelor aplicate in O si B , intersectia
acestor perpendiculare determina centrul instantaneu de rotatie (C.I.R), pe care il
notdm cu I . Se aleg axele fixe O,x,y, si mobile Oxyz ca in figura si parametrul

miscarii unghiul dintre O,x; si Ox notat cu ¢ = ¢(¢). Pentru determinarea Bazei
si a Rostogolitoarei vom folosi doua metode:
a. Metoda geometrica

Proiectand punctul I pe axele fixe (O;x,y;) (fig.10.6.b). obtinem ecuatiile
parametrice ale Bazei:

& =0,D=Rcos2¢p

: (a)
N, =DI =Rsin2o

Eliminand parametrul ¢ din ecuatiile (a) se obtine ecuatia explicita a
Bazei: £’ +m; =R’ care reprezintd un cerc cu centrul in O; de razi R.

Proiectand punctul I pe axele mobile (Oxy) (fig. 10.6.b). se obtin ecuatiile
parametrice ale Rostogolitoarei:

E=0B=2Rcoso

s (b)
N=I[B=2Rsin@

A yi
]/ [ROSTOGOLITOAREA |

T RS 7777

IS, m)

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV 1(&1, 1) v

)
N

Vo ClLE

R N
/ b.
Fig. 10.6 ’ % 7

Eliminand parametrul ¢ din ecuatiile (b) se obtine ecuatia explicitd a
Rostogolitoarei: &’ +1° =4R’ (c)

si care reprezinta un cerc cu centrul in O, de raza 2R
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b. Metoda grafo-analitica

Se vor folosi ecuatiile parametrice ale Rostogolitoarei si bazei obtinute
analitic :

. E=—v, /0
» pentru Rostogolitoare: (d)
n=v, /o
=Xx, +cos—nsin
» pentru Baza: {&l o +S ' PonIne (e)
N, =Y, +&sin@ +ncose

Se observa ca legea de miscare a punctului O (originea sistemului mobil)
se poate scrie: s=arcCO=R-2¢ ()

Derivand expresia (e) in raport cu timpul , se obtine:
§s=2R( sau v, =2Ro adica: o=v,/2R; (g)
Coordonatele punctului O fata de sistemul fix se scriu:

x,=—0E=-00cos2¢=—Rcos2¢

h

Y, =—EO=-0,0sin2¢=—Rsin2¢ (h)
Proiectiile vitezei vy pe axele mobile se scriu din fig. 10.6 astfel:

VO){ = VO Sln (P " vOy = —VO COS(P (1)

Inlocuind acestea in formulele (d) si (e) se obtin ecuatiile parametrice ale
Rostogolitoarei si Bazei , aceleasi cu cele obtinute prin metoda geometrica .

Vitezele punctelor B si A sunt:

v,=0-IB=v, sin@

vA:o).lA:;—j‘)Q-\/Ez+(2R)2—4choscp X

10.7. Se considerd o bara OA de lungime ( se deplaseaza intr-un plan vertical
cu extremitatea O pe directie orizontald, rezemdndu-se tot timpul in B pe
semicercul de raza R (fig. 10.7.a). Se cunosc viteza de deplasare a punctului O ,
v, = constant. Se cer: Ecuatia Bazei si Rostogolitoarei si vitezele punctelor A

si B ale barei.
Rezolvare :
a. Metoda geometrica

Din consideratii geometrice si trigonometrice (fig.10.7.a), avem
urmatoarele ecuatii parametrice ale Bazei:
R sin®
& =00= ; n,=00-1gp=R— (a)

cos @ cos” @
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Eliminand parametrul ¢ din relatiile (a) se obtine ecuatia Bazei:
& R (g +n7)=0 (b)
Pentru Rostogolitoare (fig.CR2.4.2), obtinem :

E=0D =n, sing=Rig’¢ ©
C
N=1ID =n, cos ¢ = Rigo
Eliminand parametrul ¢ din relatiile (a) se obtine ecuatia Bazei:
N’ =RE (d)
A b. Metoda grafo-analitica
\T Acelasi rezultat se obtine
folosind ecuatiile
% parametrice  teoretice ale
Rostogolitoarei:
\% ’ v .
Yoo le=—2r m= (o
/ / () 0]
si ecuatiile parametrice ale
Fig.10.7.a. Bazei
& =x, +Ecos@—msing
n, =y, +&sin@+ncosoe
R 1€ ) -
yi O IEL M) in care dacda se inlocuiesc
D \\ valorile pentru:
V,, =V, COS®
Y Vo, =V, SINQ
R (2)
x,=0,0=
cos @
Yo =0
se obtine:

2
Vo _VoCOS @

. w=—= , h
Fig.10.7.b 10 Rsin (O} ( )

Vitezele pentru cele doua puncte se determina astfel:
v, =0-IB=0-E=v,cosp

2 . 2 . 1
VAI(D-IAIVOCOS (P\/€2+R2 Sln4(P—2ZRSlnq) ()
cos O cos O
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10.8. Se considerd o bara OA de lungime ! care se deplaseaza intr-un plan
vertical cu extremitatea O pe directie orizontala, rezemandu-se tot timpul in B
pe o muchie situata la inaltimea h (fig. 10.8.a). Se cunosc viteza de deplasare a
punctului O , v, =constant. Se cer: Baza si Rostogolitoarea miscarii, precum

si vitezele punctelor A §i B ale barei.
Rezolvare:
a. Metoda geometrica

Intersectia perpendicularelor duse in O s1 B pe v, si v, determind
C.LR, punctul de vitezd nuld I . Se noteazi @ = ¢(¢) unghiul dintre axele O,x,

(fixd) si Ox (mobild). Din consideratii geometrice (fig. 10.8.b) se poate scrie
relatiile :

=h-t
= h 2 (a)
nl—h:Fm'tg(P n = 2 :h(l-l_tgq))
cos’ @
yi4
A - VQI(gla n)

.

-

Vo

W

Fig. 10.8.a

Fig. 10.8.b

Eliminand parametrul ¢ din relatiile (a) se obtine ecuatia Bazei :
E—mh+h’=0. (b)

Ecuatia (b) se poate obtine direct din asemanarea triunghiurilor
dreptunghice OO,B si BO\I:
00, _BC _ & _m—h

= C
OB (I h £, ©)
Pentru Rostogolitoare avem din fig. 10.8.b :
{11:11):111003@: ! ; é=nlsin<p=hS"Z(P (d)
cos @ cos” @
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Eliminand parametrul ¢ din relatiile (d) se obtine ecuatia Rostogolitoarei:

n' —h*(n?+&%)=0 (e)

b. Metoda grafo-analitica

Acelasi rezultat se obtine folosind ecuatiile parametrice ale
Rostogolitoarei:

E=——"; M= (f)

si ale ecuatiile parametrice ale Bazei
& =x, +&cos@—msing
. (2)
N, =Y, +Ssin@+ncoso
in care:
{vw =V, CosQ {xo =00=h-1g¢p

Vo, =—v;ls.inq) v, =0 2 )
=X, = (E) =v, sau (j)z(oz—vocos P
cos” @ h
Vitezele punctelor A si B se obtin astfel:
oozﬁzv—ozv—ocosz(p;
10 n, h
v, =0-IB=0-E=v,sing (1)
v, =014 = 004> + 10> =204 -Ol cos @ = o/ 1* + 1} —2(M, cos
2
v, :ﬁcosch\/zz P y/A.
h cos” @ cos P

10.9. Se considerd o bara OA de lungime ! se deplaseaza intr-un plan vertical
cu extremitatea O pe directia orizontala, rezemdandu-se tot timpul in B pe cercul
fix de raza R (fig. 10.9.a), iar extremitatea O se deplaseaza cu viteza constanta
v, =constant. Se cer: Ecuatia Bazei §i Rostogolitoarei migcarii, vitezele

punctelor A §i B ale barei.

Rezolvare :
a. Metoda geometrica

Din consideratii geometrice si trigonometrice (fig.10.9.b) (¢=90"-2¢)
avem urmatoarele ecuatii parametrice ale Bazei :
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£,=00=R-ctgo g - Reosa
sino
: =
N =0l = BO _ R - ctga R (a)
cos¢p cos(n/2—-2a) 1]122 —
sin” o

Eliminand parametrul o se obtine ecuatia Bazei sub forma implicita:
£ —2Rn, + R’ =0 (b)

Pentru Rostogolitoare (fig. 10.9.b) obtinem in mod analog :

E=0D=n,singp= —RC?S}OL

2sin” o ©)
N=ID=m,cosp= Réosa

sin o

Eliminand parametrul o se obtine ecuatia Rostogolitoarei sub forma implicita:

N’ —2RE—R>=0 (d)

'\I(,é‘l, )
()

9

L 9
% 5 (;H

X1

Fig.10.9.a Fig.10.9.b

b. Metoda grafo-analitica

Acelasi rezultat se obtine folosind ecuatiile parametrice ale Rostogolitoarei:
v v

{g=—"2r m=2 (
Q) Q)

si ale ecuatiile parametrice ale Bazei:

€ =x,+&cos@—msing
. (2)
N, =y, +&sin@ +ncos@
in care:
: T 9
V,, =V, COSQ=V,sin2a x,=0,0=R-ctgo.=R-ctg 1 )
Vo, =~V SINQ = -V, cos2a,

Y, =0
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Derivand expresiile (g) se obtine:
. Rq 2v, sin’ :
X, = (2 =V, sau =—0 (1)
2sin” o
Vitezele punctelor A si B se obtin astfel:
v,=0-IB=w-§=v,cos2a
4

Fig. 10.10.b

—2IR - ctga

10.10. Se considerd
mecanismul  biela-manivela
din figura 10.10.a, pentru
care se CUNosc:
OA=r=2, AB=(=23 (m)
si  legea de miscare a
manivelei  OA:  o(t)=3t
(rad). Se cere viteza culisei
B la momentul t; pentru care
unghiul OAB=90°, viteza
punctului D al bielei aflat la
mijlocul disatntei AB, pozitia
centrului  instantaneu  de
rotatie §i viteza unghiulara a
bielei la acelasi moment t,.

Rezolvare :

Se noteaza cu y unghiul
OBA (fig. 10.10.b).

Viteza unghiulara a
manivelei OA
este:w=¢0p=3 (rad/s)

Viteza punctului A va fi :
v, =04-0=ro=6 (m/s)

Conform datelor problemei
se obtine:

OB=~OA* + AB* =4 (m)

Deci rezultd pentru pozitia dati avem valorile: y=30", @=60".
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Cunoscand directiile si sensurile vitezelor punctelor A si B , intersectia
perpendicularelor duse pe aceste directii, este centrul instantaneu de rotatie
Conform fig. 10.10.b, din triunghiul AIB rezulta:

Al =ABtgp=6 (m);

Bl = AB/ cosp = 443 (m)

Viteza unghiulard Q a bielei AB, aflatd in miscare plan paraleld se
determina din relatia: v, = Al - Q) , de unde rezulta viteza unghiulara ceruta:

v
Q=—=_=1 d/
o, (rad/s)

Viteza culisei B a mecanismului se detremina cu ajutorul relatiei:
v, =Bl -Q=43=692 (m/s)

Viteza punctului D al bielei este perpendiculard pe ID si se detremina cu
ajutorul relatiei:

v, =DI-Q=~AI’ + AD* -Q=+39=624 (m/s)

10.11. Se considerd mecanismul biela-manivela din figura 10.11.a, care
antreneaza un disc de raza R, ce se rostogoleste fara alunecare dealungul unei
suprafete paralele cu OB; se cunosc: OA=r=10; AB=(=50;, R=12 (cm)
si legea de miscare a manivelei OA: (p(t): nt  (rad). Pentru doua pozitii ale

mecanismului corespunzdtoare unghiurilor ;=0 respectiv 9,=90", se cere:
1. viteza si acceleratia unghiulara a rotii de raza R;

2. viteza si acceleratia punctelor D si E ale rotii;

3. porzitia centrului instantaneu de rotatie §i a polului acceleratiilor rotii .

Rezolvare :

Cazul ¢;,=0 . Pentru prima
pozitie a mecanismului dat

corespunzatoare unghiului ¢,
a se vedea fig. 10.11.b, ¢, d:

Viteza unghiulara a
manivelei OA este:

®,=¢=m (rad/s) (a)

Fig. 10.11.a Z Viteza punctului A va fi:
v,=04-0=10n cm/s (b)
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Va
m /g (Df
r
A
VN N
7 =0
Fig. 10.11.b
/ a, ay
o A——o—0
A B
Fig. 10.11.c

Fig. 10.11.f 7 Fig. 10.11.i

Pentru a detremina viteza unghiulard m, a bielei AB se pleaca de la relatia
evidentd: v, =AB-, , de unde rezulta:

w, = =

T
=53 (rad/s) (©)
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Acceleratia punctului A este:
a,=a’ =04-®* =101> cm/s’ (d)

Intre acceleratiile punctelor A si B existd relatia vectoriald (vezi fig.
10.11.c):

C_ZB = C_lA + C_ZE;,A + aZ‘;A (e)
unde: [a,,|=BA-® =21’ cm/s’ (H)

a,, este cunoscuta doar ca directie (L B4 ), fiind necunoscuta ca marime
Daca se proiecteaza relatia (e) pe axa Oy rezulta a,,=0, prin urmare &=0
Proiectand relatia (e) pe axa Ox rezulta:

v 2 2
a,=—a,—a,, =—12n" cm/s (2)

Acceleratia punctului I apartinand rotii se poate exprima prin relatia
vectoriala (vezi fig. 10.11.c): a,=a,+a,+a, (h)

Proiectand relatia (h) pe axa Ox rezulta:

0=a,—a,, =12n°=¢,-Bl =e¢,=7n" rad/s’ (i)
Daca se proiecteaza relatia (h) pe axa Oy rezulta:

a,=a),=Bl-®,=0 Q)

Rezultd cd centrul instantaneu de rotatie si polul acceleratiilor se afla in
punctul I.

Acceleratiile punctelor D si E apartindnd rotii se determind cu ajutorul
relatiilor vectoriale (vezi fig. 10.11.d):

a,=¢,xID,respectiv: a, =€, X IE .
Marimile acestor acceleratii sunt:

a,|=¢, RN2=12427° em/s?;

a,|=¢,-2R=24n> cm/s’ (k)

Distributia acceleratiilor este reprezentata in fig. 10.11.d
2. Pentru cazul o, :g ,asevedea fig. 10.11.e ... 1.

Viteza punctului A va fi:v, =04-0o=10n cm/s

Vitezele punctelor A si B sunt paralele, deci v, =v,, prin urmare viteza
unghiulard a bielei va fi @,;=0.

Centrul instantaneu de rotatie fiind in punctul I, putem scrie: v, =/B - ®,

: : . 5
de unde rezulta viteza unghiulara a rotii: ®, = ;—; _or (rad/s). ()
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Vitezele punctelor D si E  apartindnd rotii se determind cu ajutorul
relatiilor vectoriale: v, =®, x ID, respectiv: v, =®, x IE .

Marimile acestor viteze sunt:

‘VD‘=0)2'2R=2OTC cm/ s, iE‘:wz'\/ERzmx/En cm/s (m)

Acceleratia punctului A este orientatd de la A spre O (vezi fig. 10.11.1):
a,=a’ =04-® =101’ cm/s’ (n)

Acceleratia punctului B se determina cu ajutorul relatiei vectoriald (vezi
fig. 10.11.c):

|+, + 0)
unde deoarece ®,=0, rezulta: ‘E N A‘ =BA-®; =0

v

Notand cu y unghiul dintre @, si a,, , este valabila relatia:

0OA
tgy=—-=0,204
gY OB (p)

Daca se proiecteaza relatia (o) pe axele Ox si Oy rezulta:

a,=a.,siny a, =a,tgy=204n" cm/s’
{O—a;Acosy—aA j{afm— a,+a, =102n* cm/s’ @
Acceleratia unghiulard a bielei AB se detremina cu ajutorul relatiei:
g = ‘jg =02047° (rad/s’) 1)
Distributia acceleratiilor este reprezentata in fig. 10.11.g
a,=a,+a,+a, (s)
Daca se proiecteaza relatia (s) pe axele Ox si Oy rezulta:
a,|=|a;,|=2,04n" cm/s’
@,|=|a),|=Ro, =833 cm/s’ ©
Acceleratia unghiulard a rotii se detremina cu ajutorul relatiei:
82=%=0,17th (rad/s*) (u)

IB

Distributia acceleratiilor punctelor D si E apartinand rotii se determind cu
ajutorul relatiilor vectoriale (vezi fig. 10.11.h):

a
. (V)
a



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICA 163

Avand in vedere orientdrile acestor acceleratii marimile acceleratiilor
punctelor D si E sunt:

‘C_lD‘ =\/(Cl3 + a;B)z + (aZ)B)2 =925 cm/s’;
(W)

al=+l~a +a.) +(a. ) =661 cm/s’
‘E‘ \/( B EB) (EB)

Unghiurile a, si o pe care le fac aceste acceleratii cu directia verticald se
determina cu ajutorul relatiilor:

T
a, +a,,

tgo, =205 =049 = o, = 26,105
aDB
o (%)
tgo, =——2— =0325= o, =18,004"
a.. —d

EB B

Distanta BJ dintre punctul B si polul acceleratiilor (vezi fig. 10.11.1) este
data de :

BJ=—5_ _286 cm (y)

Jer + o

iar unghiul o dintre BJ si @, este fga=—2 =02444 = . =13,734" (2)

®,

10.12. Se considerd mecanismul biela-manivela din figura 10.12.a, care
antrenaza un disc de raza R ce se rostogoleste fara alunecare pe crecul de raza
r dealungul unei suprafete paralele cu OB; se cunosc: legea de miscare a
manivelei OA: (p(t): 2t (rad), OA=40;, AB=80; BC=25; r=15 (cm).

Se cer vitezele punctelor A, B, C ale rotii precum si vitezele unghiulare ale
elementelor mecanismului pentru pozitia particulard data de p=30".

Rezolvare :

Se observa ca (fig. 10.12.a)
elementele mecanismului au
urmatoarele migcari: rotatie-
manivela OA, plan-paralela-
biela AB si roata de raza R.
Centrele  instantanee  de
rotatie ale bielet §i rotii se
determina ridicand
. : perpendiculare pe suporturile
Fig.10.12.2 vitezelor v, respectiv vg (fig.
10.12.b).

Viteza unghiulara a
bielei AB este:
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Viteza punctului B se determina astfel:

164

v
s\{lz @2 = 1;4 @
®2 i unde 1,4 se determina din

. i triunghiul 4AE1;:
i fa=AE _\AB —(Odsing)
CcoSQ CcoSQ
1,A4=896 cm

(b)

R, Rezulta:

Fig. 10.12.b Lo _ v,

0, = =0,839 rad /s (c)
1,A

2

v,=0,-1,B, unde [,B=(0A+1,4)sin30" =648 cm

Rezulta v, =w,-1,B=579cm/s

Centrul instantaneu de rotatie al rotii se aflad in [}, iar viteza unghiulara se

calculeaza in raport cu acesta cu ajutorul relatiei: @, =

Viteza punctului C se determina astfel:

\&

=386 rad /s
B

1

ve=0,-1C

unde: [,C=+/I,B*+BC*—2-1,B-BCcos120° =35 cm

Rezultd v, =w,-1,C=135cm/s

10.13. Se considerd un sistem de trei corpuri (1), (2) si (3) legate intre ele prin
fire flexibile si inextensibile, executdnd respectiv migcari de tranlatie, rotatie si
plan-paralela (fig.10.13.a). Se cunosc razele discurilor R;=2a, r,=a, R;=2a, iar

discul 3 se rostogoleste fara sa alunece

. Se cere sa se exprime vitezele

corpurilor 2 si 3 in functie de viteza corpului I(sau analiza cinematica a

sistemului de corpuri).

Fig.10.13.a

Rezolvare:

Distributiile de viteze sunt
conform fig.10.13.b si se pot
scrie relatiile:

Pentru corpul 1 :

Viteza este: v;
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Pentru corpul 2 :
_n Y
y V2 ? R2 r2 (02 — L
v, =V, = 2a (a)
R
r,=a v, = E
R, =2a
Pentru corpul 3 :
v, Vv
0,=—=—
2R3 R3 Vv,
% @ = 8a
V=V, = = G
2 12
Vv, =—
Fig.10.13.b R, =2a P4

10.14. Se considera un sistem de trei corpuri (1), (2) si (3) legate intre ele prin
fire flexibile §i inextensibile, executand respectiv migcari de tranlatie, rotatie si
plan-paralela (fig.10.14.a). Se cunosc razele discurilor R,=2a, r;=a, r;=a,
R;=2a, iar discul 3 se rostogoleste fara sa alunece .

Se cere sa se exprime vitezele corpurilor 2 §i 3 in functie de viteza corpului
1 (sau analiza cinematica a sistemului de corpuri).

I

Wt

o {8

Fig. 10.14.2

Fig. 10.14.b

®)
/s

Rezolvare:

Distributiile de viteze sunt
conform fig.CR2.4.10.b i
se pot scrie relatiile:

Pentru corpul 1 :
Viteza este: v;

Pentru corpul 2 :

v, V.
W, =-2=—2
r2 RZ
v, =V,
r,=a,R, =2a
(a)
vl
0, =—
— a
v, =2v,
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Pentru corpul 3:

1%

v
®,=——=—
R,+r, R X
C v, v
v, =v, =2, > o, =—t=—
3a 2a
r,=a,R, =2a

(b)

10.15. Se considerda mecanismul din figura 10.15 avand elementele geometrice
si mecanice urmatoare: OA=2L,AB=4L,AC=1L, (cm), ®,, = 2c00,s_1,80A = coé,s_2

Se cer: vitezele si accelerafiile urmatoare: v,a,,v,,a,,®,,,V.,d.,€,,. pentru

pozitia mecanismului din fig. 10.15

Rezolvare:

Cele doua bare ale mecanismului sunt: OA aflata in miscare de rotatie si
AB in miscare plan-paralela . Centrul instantaneu de rotatie al acesteia din urma

este [.

a) calculul vitezelor punctelor A, B, C: (a)
v, =0,,-0O4=4Lw, cm/s

Vi _ Yy

(D ==
" I4 2A4B
v, =0, IB=w VI — AB =2\3Lwo, cm/s

v.=w, IC=0,,VIB’+CB :@Lmo cm/'s

=4w, rad/ s

b) calculul acceleratiilor punctelor A, B, C:

— —r —y a; =& OA4 = 2L(D§
a,=a,+a,undey =~ )
a,=w,, -04=8Lw, (b)
=a,= (a;)2 +(a") =2V17L0} em/s?
o
{ =4 __
&P a, 4
a,=a,+a,+a,,
a,,=¢, AB )
undey 7 5 @(2)361
aZB :(DAB AB AB

a,lAB, a'||AB (delaAspreB)

A C
120°
®oA
(0]
€oA
Fig.10.15.

Ll
— |B
/e

®AB

Fig. 10.15. b.

T
A AB
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Relatia (a) se mai scrie: a, =a, +a,+a,, +a,,
care proiectata pe axele x si y conduce la:
{ag =—a’ cos30’ +a"sin30" +a’, a, =(5—\/§)L0)(2)
=
0=a’ sin30° +a’ cos30" —a’, a’, :(1+4\/§)Lo)(2)
X . . . 1+4+43
Intrucat a’, in (b) se obtine : € , :T\/_ooé
Acceleratia punctului C este:
1+443
a.=g,, 'AC:—\/_L(J)(Z)
a.=a +a’+a,.+a’, unde 1 4 ©)
a.=w’, - AC==Lo,
4
Proiectand relatia (c) pe axele x siy avem :
. 17 -443
a, =-acos30° +a’ sin30° +a’,. = —\/_Looé
. 0 . 3
a., =a,sin30° +a} cos30° —aj, :Z(l + 4\/§)L0)§
de unde se gaseste prin inlocuire, acceleratia punctului C:

10.16. Se considera mecanismul din figura 10.16 avand elementele geometrice
si mecanice urmatoare: OA=2L, AB=6L, AC=3L(cm); ®,, =205 ,&,, =05

Se cer: vitezele si acceleratiile urmatoare: v
pozitia mecanismului din fig. 10.16.

Rezolvare :

A’aA’VB’aB’O‘)

Ve, € 5, pentru

a) Pentru determinarea vitezelor se tine seama de faptul ca bara OA este in
miscare de rotatie , iar bara AB in miscare plan-paraleld. Se determina

centrul instantaneu de rotatie §i avem:
v,=0,, -O4A=4Lo,
(’OAB:V_A: v, :4L0)0 _
A JAB +IB* 6LJ2 3
V2

VB = -IB:?(DO‘6L:2\/§L(DOC””/S

AB

v, =0, - 1C=n ,NBC*+IB* =+10Lo,

o,rad/ s

Fig.10.16
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Acceleratiile punctelor A, B, C:
» acceleratia punctului A :
— —1 —v v
a,=a,+a, .
a, =g, -04=2Lo,
a)=w), -04=8Lo; v c
sau oaoA\
T \? v \? 2 o \ A { 1
a,=\(a;) +(a}) =2V17Lo],
) Fig 10.16.a

gp="1= 1

a, 4

» Acceleratia punctului B:
a,=a,+a,+a,,
unde a,1AB, a’

AB

AB

- _ =1 —v —1 —v
a,=a,+a,+a,+a, (a)
unde:

T

. a
a :aAB-ABjaAB:Afg

AB

(b) Fig. 10.16.b

AB

a',=w’, - AB :choé

Proiectand relatia (a) pe axele x s1y avem respectiv :

f -Q—a: .%—a;;g :—(9\/5+4)ng3

a,=a,
2
0= \/E Q—a L =5\V2Le} —a’,
2 2
Se ob;ine ;

a, :_Lg)f) (9\/§+4),cm/s2

a, =52Lwl cm/ s’
5V2

Inlocuind «, in relatia (b) se obtine : €, = —co *rad /s’

» Acceleratia punctului C este :

572

a,.=¢€, -AC:—L(D ,cm/ s

— _ =1 —v
a.=a.+a,+a,.+a,.; )
a.=w, - AC==Lwo;cm/s’
3

Proiectand relatia (e) pe x si y se obtine respectiv relatiile :

(©)

(d)
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’ 2 (3242,

e, =0, =@ == |TaTTT Loy,
= H

cN2 N2 2-42),

acy:aA-7+aA-7—aAc ae, = > Lo,

Acceleratia punctului C se calculeaza cu formula : a, = \/a;, +a,,

10.17. Se considerda mecanismul manivela-balansier-piston din fig. 10.17, intr-o
pozitie particulara(p =60°) in raport cu sistemul de referinta Oxy. Lungimile
elementelor (in mm) sunt: ApA=R=30, AC=L=130, CD=r=25, A,B=d=380,
AoD’=D=130. Manivela OA se roteste cu viteza unghiulara constanta:

0, =0, =lrad /s, avind sensul indicat in figura. Se cere sa se determine:
v823 4 vDSO ’ aBZ3’ aDSO 4 (’020’ (’040’ 820’840'
4, N
D (Dss,
B (B23, B3o)

Ay >
A& r D,
= o R X

C
Fig.10.17
Rezolvare:

Graful asociat acestui lant cinematic biciclu este dat in
fig. 10.17.a (cu cercuri s-au figurat elementele si cu
linii cuplele cinematice). In punctele B si D se
suprapun cate doud cuple cinematice notate pe graful
asociat cu: B (B23, B3()) respectiv D (D45, D50)

1. Analiza pozitionald a mecanismului

@ 4 Pentru analiza pozitionala a elementelor si cuplelor
acestui lant cinematic (LC), se determind mai intai
unghiurile y si0 1n functie de elementele cunoscute :

Fig. 10.17.a R L rd Dsig.
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Astfel daca de scrie teorema sinusurilor in triunghiul 4,4B se obtine
unghiul vy :
R d R -sing

= , rezulta: toy=——""— a
siny  sin(180—¢@—vy) &Y d—R-coso @)

dacd de scriu proiectiile laturilor AyA, AC si AD pe axa Ox se obtine
unghiul 6:

Rcos@+ Lcosy +rsin®=D, rezulta:

D —Lcosy —Rcoso

sin0 =

(b)

r

In tabelul de mai jos sunt date coordonatele x si y ale cuplelor cinematice:

Cupla Ay A B C D
cinematicd
X 0 | Rcoso | d | Rcoso+Lcosy D
y 0 | Rsing | 0 | Rsing—Lsiny | Rsin@o—Lsiny+rcos®

2. Analiza cinematica a vitezelor

Ecuatiile de conditie pentru viteze sub forma generala se scriu:
n n n n
X — . y —
ZvAi,i—l o a)i,o(yB - yA) =0, szi,i—l + za)i,o(xe o ‘xA) =0 (C)
i=1 i=1 i=1 i=1

Pentru primul ciclu: 0-Ay-1-A4-2-By;-3—B3;)— 0 ele se scriu astfel:

X

Vi _O)IO(yA _yAO)_O)ZO(yB _yA):O;

v§32+(0w(xA—xA0)+0)20(xB—xA):O; (d)

X

Vi = Vi COS(TC - \V); Vgsz = Vi Sil’l(TE - \V)
Rezolvand sistemul se obtine:
_ _(yB_yA)Sinllj-i_(xB_xA)COS\lj
@, =0 . (e)
( p —yAO)sm\u—(xA —xAO)cosw
_ _(yA_yAOX’xB_’xA)+(’xA_’xAOXyB_yA)
VB32 - O‘)IO . (f)
—(vy =y, )siny +(x, —x, )cosy

Pentru al II-lea ciclu: 0 — By;-3—B3;-2-C-4—-Dy-5 - Dsy - 0 ecuatiile (c)
se scriu astfel:

V;23 +V;05 _O)zo(yc _yB)_O)4O(yD _yc):();
Visy + Vigs + @y (X =X, ) =0, (x, =X, )=0; (2)

_ G,y . Y () Y —
Vi = Ven COS(TE - \V)’ Vi = Vi Sll’l(TE - W)’ Vpos = O’ Vbos = Vpos

Rezolvand sistemul se obtine:
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co Wemw),  cosy )
20 B32
(yD_yC) (yD_yC)
Vpso = "Voos = Ve Sin‘lf + 0)2o(xc _x3)+ (D4o(x1) _xc) (1)

2. Analiza cinematica a acceleratiilor

Ecuatiile de conditie pentru viteze sub forma generald se scriu:

n

Zl Azll_zglo(yB yA):Zl(DzzO(x - X ) ZaAzzl+220‘)10 Alll
- 0)
2%1 1 +Zlgi,o(x3 _‘xA)zzl(’OiZ,O(yB yA) Z%, 1 _2;&)1‘,0‘};1’1—1

Pentru primul ciclu: 0 - Ay-1-A- 2 -By;- 3 — B3y — 0 relatiile (j) se scriu
astfel:

Apy — IO(yA yAO)_SZO(yB _yA):(Dfo(xA _xA0)+O‘)§O(x —X )+2(D 332
332 +810(x xA0)+820(‘xB _‘xA):(DIZO(yA _yAﬂ)+0‘)§o(yB _yA)_szoV;n (k)

=y, COS(M—VY); Ay, =a,, sin(n—y); €,=0

Daca se noteaza:

a

cofo(xA—on)+(o§0(x —x,)+20,vi, =L,

20 B32

Q)
(DIZO(yA - yAO ) + @jo(yg - yA) - 20)20V332 :Lly
rezolvand aceast sistem se obtine:
L, _siny + L cos
820 — 1x \ll ly \ll (m)

(J’B — V4 )Sin\lf - (XB —X, )cosw

a. = (XB _XA)le +(y3 _yA)Lly (n)
(v =y )sing = (x, = x, )cosy

Pentru al II-lea ciclu: 0 — By;- 3 —B3-2-C-4—-Dys-5 -Dsy -0
ecuatiile (j) se scriu astfel :
Ay +aD05 _Szo(yc _yB)_840(yD _yc):(ojo(xc _x3)+03i0(x0 _xc):sz
Ay +agos +E,(Xe =X, ) +&,(X, _xc):(’);o(yc _y3)+0)4210(y0 _yC):LZy (0)

x

_ Lo . . _ v _ _
Appy = Ay COS(TC _\V)’ Apypy = Apyy Sln(TC _\V)’ aDOS O Apos = Apos = ~Apso

Rezolvand aceast sistem se obtine:

820()”(: _y3)+a323 COSW+L2x
(Vo =Yc) (p)

Apso = 82o(xc B ’xB) + 840(XD o xc) +dy, Sii’l\ll - LZy

40
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Inlocuind valorile numerice se obtin urmatoarele rezultate:
tgy =0,3997; v =21,7868",; sin0=-0,22857, 06 =—13,213°

Pentru coordonatele cuplelor cinematice se obtin valorile:

Cupla cinematica Ay A B C D
x (mm) 0 15 80 135,714 130
y (mm) 0 25,981 0 -22,269 2,069

Inlocuind aceste valori in expresiie (e), (f), (h), (i) se obtin
vitezele ,y, Vp3z, M40, Vpso. $1 1In expresiie (m), (n), (p) se obtin
acceleratiile €;¢, a3y, €49, apso. CeTULE.

PROBLEME PROPUSE

Se considera mecanismul din figurile 10.18. ... 24, din tabelul de mai jos
avand elementele geometrice §i mecanice specificate. Se cer: vitezele i
acceleratiile punctelor A, B si C

OA=2L, AB=6L, AC=3L (cm)

('OOA = 2'0‘)0 (Sil )’SOA = (0(2) (sz)

®oaA
0 i OA=5L, AB=7L,AC=3L(cm)
OA
. ®,, =20,(s" ),&,, =3w. (s )
NS DN\
I 0 B
A C AN\

Fig. 10.19
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B
NN\ C
|
L1
BN
€0A
®oA
o 45°

OA=35L, AB=T5L, AC=60L(cm)
@y, =50,(5™ )€, =10005(s™)

OA= AB=4L, AC=2L (cm)

Wy, =0, (5" ) &5, =2005(s7)

Fig. 10.22 2

OA=23, AC=57,r =14 (cm)
®,=15(s")

/

Fig. 10.23

0OA=25 AC=60,r=15(cm)
o, =16(s")
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o, V" A 04=16, AC =60,r =15 (cm)

. o, =16(s")

)

L

Fig.10.24

A,A=R=20,4B=60, A.D=50(cm)
Date: o ;

¢=45, o,,=1(s")e,, =0
Se cer: vitezele si acceleratiile punctelor A si C,

vitezele si acceleratiile unghiulare ale elementului BC

A :I C
Ay
R
0O=RB
— Ao v X,
— K \% Lo, D

Fig.10.25 /

o AA=R=20, 4B=60, BC=100; 4,D=80(cm)
ate:
¢=30"; o,,=1(s"); &, =0

Se cer: vitezele si acceleratiile punctelor A, B si C ,
vitezele si acceleratiile unghiulare ale elementului BC.
C

>
SN S

Fig.10.26
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CAPITOLUL XI
CINEMATICA MISCARII RELATIVE
A PUNCTULUI MATERIAL

PROBLEME REZOLVATE

11.1 Se considera un cadru patrat de latura 2a pe a carui latura se afla un tub,
in interiorul caruia se deplaseaza un punct material ( o bila ) M, plecand din O

dupa legea: OM = sr(t): 18Sin§t (cm). In acelasi timp, cadrul se roteste in
planul séu, in jurul coltului O; dupd legea: o(t)=2t—1t* (rad )
Se cere sa se determine: viteza si acceleratia absoluta a punctului material M

2
pentru urmatorul caz particular: t, :§s si a=25 cm (fig.11.1).

Rezolvare

1) Miscarea punctului M in raport cu tub este migcarea relativa, iar miscarea de
rotatie a punctului M solidar legat de tub la un moment dat, in jurul
punctului fix O, este miscarea de transport . Legile de vartiatie ale spatiului
pentru cele doua miscari sunt date prin enuntul problemei.

» Vitezele: relativa, de transport s(t)=18sinmt /4

si absoluta , se scriu :
_0s, 9

T
=—Tcos—1

v_
oot 2 4

v, =2—(5'01M = (61> — 2t)\/(2a)2 +(a-s,) (a)

v, =[V: +v? =2y, cosa

unde a se determind din iar din triunghiul

dreptunghic O;AM cu ajutorul relatiilor:
O A 2a

cosoL=——= ;

OM  @a) +(a-s5f (b
sino. =+/1—-cos’ a

» Viteza si acceleratia unghiulara a cadrului:

O=¢p=6"-2t rad/s

(©)

. . 2
eE=0=0=12t-2 rad/s Fig. 11.1a
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2
» Acceleratia relativa este: a, = , = —9isinzt (d)
ot 8 4
» Acceleratia Coriolis se scrie: a, =2®xV, si deoarece ®_Lv, avem:
a.lv., a =20-v. =18nt(3t—-1)-cos(nt/4) (e)

» Acceleratia de transport are douda componente:
a’'=-OM-®" si a’=exOM sideoarece ELOM avem:

a’ :\/(2a)2 +(a—s) o si a =\/(2a)2 +(a-s) € (H)

Proiectand pe axele Ox si Oy relatia vectorald de compunere a acceleratiilor:
a,=a, +a’+a’+a,_ seobtine valoarea acceleratiei absolute:

“ —a, =,la’ +a’ (g)

ax ay

{a =—a,—a coso+a, sina

a, =-—a; sino.—a, coso +a,
Ly t t c

: 2 . . A . :
2) Pentru cazul particular 7 =¢, = ES si a=25 cm, inlocuind in relatiile de mai

sus se obtin valorile :

cos a |sin a|O/M |s o | |V Vy Vo a, ac a’, |a’

-1 2 2 2 2 2
- - cm |cm s S cm/s |em/s |cm/s |em/s”|\cm/s® |cm/s” | cm/s

0,95 0,31 52,5 |9 1,33 |6 12,24 170 58,5 [5,55 (32,6 93,3 |315

a,=-—a, —a cosa+a, sino=-276 5 5 >
—=>a,=.la,ta, ~316cm/s (h)

a, =-a;sino—a, coso+a, =-154

11.2 Se considera cadrul triunghiular din figura 11.2 §i un punct material M
care se deplaseaza in interiorul tubului solidar cu cadrul, inclinat fata de

verticala cu unghiul o.=30°". Se cunosc legile pentru cele doud miscari:
- relativi: s, = OM =16 —8cos(3nt) (cm) .

- de transport care se roteste cadrul in jurul
axei verticale: ¢=09t> —9t’rad.

Se  cere: Sa se determine pozitia
punctului M, viteza absolutd (v,) si acceleratia

absolutd (a,) la momentul t =t, = §s.

0 Rezolvare :
% » Vitezele: relativa, de transport
Fig. 11.2 si absoluta (fig. 11.1.a), se scriu :
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v, = o, =24nsin3nt
ot
v, = %(: -OM = (18t —27¢t* )sina. (a)

=V =V +V’

» Viteza si acceleratia unghiulara a cadrului:
o=0=18t-27t> rad/s )
e=0=0p=18-54t rad /s’

ov \

» Acceleratia relativa : a = Otr =721’ cos3nt ()| .

» Acceleratia Coriolis se scrie:

a.=20xv, =a.=20v,sin(180—-a) (d)

» Acceleratia de transport are doud componente:
a’'=-OM - si a’'=gxOM (e)

si deoarece € LO M avem:
a’'=0M -’ =s-sino- o’ 0
a’ =OM -e=s-sino-¢

Proiectind relatia vectoriala dintre acceleratii

pe axele de coordonate (Mxyz), cainfig. 11.2.b

se obtin relatiile si valorile :

a =a’ +a,

a,=a’ —a; cos60’ (g)

a, =—a; sin60°

. 2 . Fig. 11.2.b
3) Pentru cazul particular 7 =¢, =§S si =30, 8
inlocuind 1n relatiile de mai sus se obtin valorile
din tabelul urmator:
w Vv, v Va £ a’, a’, a’, a’, ac a,
v -2 2 2 2 2 2 2

S cm/s |cm/s |cm/s |s cm/s” |cm/s” |cm/s” |em/s” |cm/s” |cm/s
-0,93 65,2 9,3 65,9 -10,2 |9 102 0 -355 61 345




PROBLEME REZOLVATE DE MECANICA 178

11.3 Se considerd cadrul dreptunghiular ABCD (AD=a) din figura 11.3 care se

roteste cuw=aw,y (=constant) si un punct material M care cade liber (cu
acceleratia g) in interiorul tubului CD solidar cu cadrul, paralel cu axa
verticald de rotatie. Se cere sd se determine viteza absolutd (v, ) si acceleratia

absolutd (a,) la momentul t.

Rezolvare :
%% Se aleg axele fixe si mobile ca in fig.11.3.a.
o 4 B C Sistemul mobil se roteste in acelasi timp cu
cadrul dreptunghiular in jurul lui AB.

M Miscarea relativd a puctului M in tubul CD este
2

t . .
datd de legea : CM :gT , lar miscarea de

D rotatie a lui M (considerat fix pe cadru) de raza
a si vitezd unghiulard @, este miscarea de

A
% Fig. 11.3 transport .

Calculul vitezei absolute la momentul t :

F=BM=ai + 5k
i 2
- . 0, @ =0,
(Q))

(a)

v

Y1 M unde (b)
g

Fig. 11.3.a

v 772 v, = (Doaj + gl‘/;:> v, = a’o, +g’t’ ()

Calculul acceleratiei absolute_la momentul t :

a =a +a +a., unde:
a _@_g_
"ot ’ (d)

exr+ox(@x7)=okxoq=-oa=a =0, a’=0a
a.=2oxv =2mkxgtk =0
Rezulti :@, = gk —w ai este cuprinsa intr-un plan meridian al cilindrului

si are valoarea constantd: a, =+/g’ +®'a’ . (e)
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11.4 Se considera cadrul semicircular AB de raza R din figura 11.4 care se
roteste cu viteza unghiulara o=w, (constanta) in jurul unui diametru vertical §i
un punct material M care se deplaseaza pe arcul AB solidar cu cadrul plecand
din M,, cu viteza constanta v, (constanta). Se cere sa se determine Vviteza
absolutd (v,) si acceleratia absoluti (a,) la momentul t.

Rezolvare:

Punctul M, in miscarea sa relativa
pleacda din M, si parcurge unghiul la
centru ¢, si in acelasi timp arcului
semicircular se roteste in miscarea sa de
transport cu unghiul ¢;. Vitezele
unghiulare  respective sunt:  @;=ay
respectiv. @,=vy¢/R  iar  acceleratiile
unghiulare: €, =0, ¢ =0. Se aleg cele

doua sisteme de axe (sistemul fix Ox;y,

si mobil Oxy ) ca in figura 11.4.a.

Viteza absoluta : v, =v_+V, (a)

unde vectorii Vv,v, au directiille si
sensurile din fig. 11.4.a., conform
definitiei lor, iar marimile sunt :

v.=v,, v=0M - -®,=Ro,coso,

=V :\/vf +v :\/vj +w.R?cos’ @, (b)

Acceleratia absoluta: a,=a, +a, +a,
X 2 A .. .

: Intrucat acceleratiile unghiulare

g, =0, ¢,=0, rezultd ca acceleratiile

a.,a, au decat componentele normale

diferite de zero, cele tangentiale fiind nule

_ v _ ! 2 2
, a,=a’ =0M -, =Rw,coso, ©
a, =2m,xv. =>a, =20,v,sinQ,
Marimea acceleratiei absolute se obtine proiectand pe trei axe Mx’y z” astfel:

2 2
v v
a =-a cosQ,—a, = ——]3 cos@, — Rw; cos @, = —(—Ig - Ra)f)jcos 0,

2
v
_ _ . . _ . _ 0 .
a,=—a,=-2m,v,sinQ,;, a =-a, sin@Q,= —Esm 0, (d)

v

2

2 4
\% \% .
a,=a=.a +a’+a’=||2*+Ro. | cos’p,+|4a}v; + == |sin’ @
! 0 R R’ ’
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11.5. Se considerd un cursor M care pleaca din A avand viteza initiala zero pe
un inel circular AB de raza R=OM cu viteza unghiulara w,=w;=&t
(g,=constant) iar inelul se roteste in jurul diametrului vertical AB cu viteza
unghiulara o=w,=¢&,t (&,=constant) ca in figura 11.5. Se cere sa se determine
viteza absolutd (v,) si acceleratia absolutd (a,) la momentul t oarecare.

Rezolvare:

Punctul M, in miscarea sa relativa
pleacd din A si parcurge inelul circular cu
viteza unghiulard w,=w;=¢&;t, si in acelasi
timp inelul circular se roteste in jurul
diametrului vertical AB in miscarea sa de
transport cu viteza unghiulard o,=wm,=&t;
acceleratiile unghiulare sunt constante:
g,=ct., g =ct.. Se aleg cele doua

sisteme de axe (fix O.x;y; s1 mobil Oxy )
cain figura 11.5.a.

a. Calculul vitezei absolute:

v, =7, +7, (a)

a

unde vitezele Vv.,v, au directiile si
sensurile din  fig. 11.5.a, fiind
perpendiculare si avand marimile:

v. =Ro,, v, =Ro,sing,,deci:
2 2 2 2 e 2
=V, =4V, +V; =R\/co1 + o, sin” ¢, (b)

unde: @, = %sltz(deoarece punctul pleaca

din A avand viteza initiala zero)

b. Calculul acceleratiei absolute :
a =a +a +a, (c)

Intrucat  acceleratiile  unghiulare
sunt nenule (g, #0, ¢, #0), rezultd ca

acceleratille @ ,a, au atdt componentele

normale cat si tangentiale:

a=a'+a’; a'=Rw, a=Re
— —v |, =T, v __ . 2., T __ .
y a=a’'+a,; da =Rsing o, a=Rsing, ¢, (d)

t

L oL
Al Fig 11.5b. ac—205Xv,:>ac—2Rcoz@S,,((pl+§)
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Pentru a determina marimea acceleratiei absolute se proiecteaza relatia (b)
pe cele trei axe de coordonate Mx, My, Mz din fig. 11.5.b, astfel incat avem:

—_ v v _ 2 2 .2
a, =a, +a; sinQ, —R(col + @, sin (pl)

T v 2 .
a,=a,—a, coso, :R(a1 — @, SinQ, cosq)l)

(e)

a.=a +a,= R(g2 sin®, +2m,0, cos (pl)

a = R\/((of + sin* @, ) +(g, - sing, cos g, +(g, sing, + 20,0, cos @, |

11.6 Se considera un cursor M care se deplaseaza pe bara cotita O;04
(£0,04=90", 0,0=a=20cm) dupi legea OM=s,(t)=20sinzxt (cm) . In acelasi
timp bara se roteste in jurul punctului fix O, dupd legea: ¢(t)=t-0,5¢, in sens
trigonometric ca in figura 11.6.a. Se cere si se determine viteza absoluti (v,) si
acceleratia absolutd (a, ) la momentul t;=1/3 s

y
Sy
X
0 (= 0 ! >
M A A A
0 )
A2 a o /
\\\\ \/,"
\‘\\‘ K / ’/,'/
0, g 0, \2\“’
Fig. 11.6.a Fig. 11.6.b Fig. 11.6.c
Rezolvare:

Miscarea relativa este miscarea rectilinie a cursorului M de la O spre A
conform legii date s,(2)=20sinnt

Miscarea de transport este miscarea punctului M al cadrului care coincide
cu cursorul pentru momentul considerat (sau miscarea cursorului impreund cu
cadrul dacd inceteazi miscarea relativd), deci o miscare circulard ¢,(2)=t-0,5¢
cu viteza si acceleratia unghiulara: w=I1-t; &=-1, pe cercul de raza:

OM =.a’+s’
Viteza absoluta este data de relatia vectoriala: v, =v, +Vv, (a)

unde vitezele v ,v, au directiile si sensurile din fig. 11.6.b, avand marimile:

v =8 =20ncostt, v =0OM- mz(l—t)\/az +(20sinm)’

=V, :\/vr2 +V +2v v cosf—a) (b)

v = \/ (20mcosmt )+ (1-1) [a2 +(20Sin7d)2]—40n- coso-costt - (1—t)- \/ @ +(20sinmt)



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICA 182

unde o este unghiul OO;M, conform fig. 11.6.b,c: coso=a/~a’ +s’
Acceleratia absoluta este datd de relatia vectoriala:
a =a +a +a, (c)
unde acceleratiile unghiulare au sensurile si directiile prezentate in fig.
11.6.c, si marimile date de:

b

a=v=§ =a :‘—ZOTE2 Sinmd

a=a’+a; a=o -OIM:(I—I)2 -\/a2 +(205in7'u‘)2 ;
a =[e-OM| =\/a2 +(20sinm)

a.=2mxv. =a, :‘40750) Sinm“

(d)

Pentru a determina marimea acceleratiei absolute se proiecteaza relatia
(b) pe cele doua axe de coordonate Mx si My din fig. 11.6.c, astfel incat avem:

a,=—a, —a, sino.+a coso
X r 2 2
=a,=,la, +a, (e)

a,=a.—a, coso—a; sina
y t t

Inlocuind in relatiile de mai sus #=1/3 s se obtin valorile numerice din
tabelul urmator:

T v
Vr Vi Va a a a ac Aax aay ag

2 2 2 2 2 2 2
cm/s cm/s cm/s cm/s cm/s cm/s cm/s cm/s cm/s cm/s

31,416 |17,638 |21,455 |170,95 (26,457 |11,76 141,888

11.7 Se considerd un cursor M care se deplaseaza pe un cadru circular de raza
R, cu viteza relativa constanta u=const., pornind la momentul initial din punctul
A diametral opus punctului O,. In acelasi timp cadrul se roteste in jurul
punctului fix O; viteza unghiulara constanta w=const., in sens trigonometric ca
in figura 11.7.a. Se cere sd se determine viteza absolutd (v,) si acceleratia

absolutd (a,) la momentul t.

Fig. 11.7.b
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Rezolvare:

Miscarea relativa este miscarea circulara a cursorului M pe cadrul
circular in sensul acelor de ceas, pornind din A cu viteza constanta v,=u.

Migcarea de transport este miscarea punctului M al cadrului care coincide
cu cursorul pentru momentul considerat (sau miscarea cursorului impreund cu
cadrul circular daca inceteaza miscarea relativa), deci o miscare circulara avand
viteza unghiulard w=constant si acceleratia unghiulard ¢=0, pe cercul de raza:

OM =2Rcosa.,unde 2a:i:>a:§t

Viteza absoluta este data de relatia vectoriala: v. =v +V, (a)

unde vitezele v ,v, au directiile i sensurile din fig. 11.7.b, avand marimile:

u
V.=u; v, =0OM-w=2Rcoso.-—=2coso.-u
R (b)
=31 :\/Vr2 +V2 +2v v, cos(n—a) =uv1+4cos o
Acceleratia absoluta este datd de relatia vectoriala:
a =a +a +a, (c)

unde acceleratiile unghiulare au sensurile si directiile prezentate in fig.
11.7.c, si marimile date de:

2
- —VL -1 L u T
a=a +a.; =a :oar-RZFz ; a=¢-R=0

a=a"+a, =a =0 -OM=2Rw coso, a =g-OM=0 (d)
a.=20xv.,; =a =2m0u

Pentru a determina marimea acceleratiei absolute se proiecteaza relatia
(b) pe cele douad axe de coordonate Mx si My din fig. 11.7.c, astfel incat avem:

a =a’sino=Rw’ sino
2
v v 2 2 u
a,=a.—a;, coso.—a, =20u—2R0" cos” o ——
y t r R

a =.a +a’ (€)

a X y

P 2
a = (Roo2 sin 20()2 + (2R0)2 cos’ o — %)
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11.8 Se considerd un tub OA care se roteste in sens trigonometric in jurul
punctului fix O dupd legea 6= Q(t). In acelasi timp o bild M se deplaseazd in
interiorul tubului din O spre A, dupa legea: x=x (t), ca in figura 11.8.a.

Se cere s se determine viteza absolutd (v,) si acceleratia absolutd (a,) la

momentul t.

Fig. 11.8.c

Fig. 11.8.a

Rezolvare:

Se considera sistemele de axe: fix O;x;y; si mobil Oxyz. Miscarea
absolutd a punctului M este reprezentata de ecuatiile parametrice:

X, =xcos0
. (a)

¥y, =xsin®
Viteza absoluta este data de relatia vectoriala: v. =v +7v, (b)

unde vitezele v ,v, sunt perpendiculare avand directiile s1 sensurile din
fig. 11.8.b si marimile:

vr :x,' Vt ZOIM'(D:.X‘G

=y =V +V = X0 + 1

Acceleratia absoluta este data de relatia vectoriala:
a =a +a +a, (d)
unde acceleratiile unghiulare au sensurile si directiile prezentate in fig.
11.8.c, si marimile date de:

(c)

a=v =X

a=a"+a,; =ad' =0 -OM=x-0 ; ¢ =e-OM=x-0 (e)

a.=20xv. =>a =2%-0

Pentru a determina marimea acceleratiei absolute se proiecteaza relatia
(d) pe cele doud axe de coordonate Mx si My din fig. 11.8.c, astfel incat avem:

_ P T A2
a =a, —a =x—x0

ay:ac+af:2x9+xé ()

=a,=,la. +a; =\/()'c'—x92)2 +(2)'c9+xé )2
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11.9 Se considera o prisma de sectiune ABC avand unghiul la varf ABC=« si
indltimea AC=h, avind o miscare de translatie dupd dupd legea x(t)=a,t’/2; pe
latura AB se deplaseazd punctul M dupd legea AM=x(t)=at’/2, ca in figura
11.9.a. Se cere si se determine traiectoria punctului M, viteza absolutd (v,) si

acceleratia absolutd (a, ) la momentul t.

A}’1 AYl y A}’l y

B\’m
X

Fig. 11.9.a Fig. 11.9.b

Rezolvare:

Se considerd sistemele de axe: fix O;x;y; si mobil Oxyz (fig. 11.8.b).
Miscarea relativd si de transport a punctului M este datd de ecuatiile
parametrice:

| 1
{x:xr =5at2; X, =X zzaltz (a)

t

Viteza absoluta este data de relatia vectoriala: v. =v +v,
unde vitezele v, v, au directiile si sensurile din fig. 11.9.b s1 marimile:

v =x=at;, v =Xx,=al

(b)

=V, :\/v,2 +v2 +2v v, cosa :t-\/a2 +a’ +2a-a, -coso.
Acceleratia absoluta este data de relatia vectoriald: a, =a, +a, +a,

unde acceleratiile unghiulare au sensurile si directiile prezentate in fig. 11.9.c, si
marimile date de:

a =X=a, a =%,=a,; a.=0
2 2 2 2 (C)
=a, =\/at +a. +2a.a, coso. =\/a +a; +2a-a, -cosa
Ecuatiile parametrice ale traiectoriei sunt:
1,
X, =X,+Xxcoso=—_t (a1 + acosa)
2
(d)

Y :h—xsina:h—%atz Sino

Eliminand timpul din cele doua ecuatii (d) se obtine ecuatia unei drepte ce

trece prin punctul A(0,h): y, + Mxl —h=0. (e)
a, +acoso
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PROBLEME PROPUSE

Se considerd un tub OA care se roteste in sensul indicat in figura
corespunzdtoare in jurul punctului fix O; dupd legea p=g(t). In acelasi timp o
bila M se deplaseaza in interiorul tubului din O spre A, dupa legea: s=s,(t). Se
cere si se determine viteza absolutd (v,) si acceleratia absolutd (a,) la

momentul t; specificat pentru fiecare caz in parte

Nr.probl, Figura problemei Datele problemei

OM :Sr(t):253in§t (cm)

11.10
¢0=2t"-0,5t (rad)

a=25(cm),
t,=2s

OM =5 (1)=5\2(t+¢*) (cm)
¢0=02t'+t (rad)
a=60(cm); o=45"

t,=2s

11.11

OMzsr(t)=6\/€sin%t (cm)

11.12
=06t (rad)

R=36(cm),; a.=30"
t,=2s

OM =5 (t)=20sinnt (cm)
¢ =041 (rad )
R=20(cm);

t,=2/3 s

11.13

OM =5 (1)=T57(0,1t + 0,3t ) (¢
¢0=2t-03t> (rad)
R=30(cm),

t,=1s

11.14
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CAPITOLUL XII
DINAMICA MISCARII RELATIVE
A PUNCTULUI MATERIAL

12.1. Se considera cadrul OABC din figura 12.1.a format dintr-un tub OA
inclinat cu unghiul o fata de axa de rotatie, situat in plan vertical, care se
roteste in jurul axei verticale BC cu viteza unghiulard o=constant. In acelasi
timp, in interiorul tubului se deplaseaza fara frecare un punct material M (o

bila) de masa m, pornind din punctul O fara viteza initiala. Se mai cunosc
lungimile CO =a si CB=h.

Se cere:

1. sa se deduca ecuatiile migcarii relative a
Az punctului M in interiorul tubului §i solutia
ecuatiei diferentiale respective.
%E 2. sa se determine forta de presiune pe care o
® exercita punctul M de masa m asupra
\‘B/‘ peretilor tubului.

3. Sa se determine distanta OM pentru pozitia
de repaus relativ al punctului M fata de tub

Rezolvare:

_C Se aleg cele doua sisteme de axe ca in fig.
12.1.a: sistemul de axe fix O;x;y;z; si sistemul de
axe mobil Oxyz cu originea 1n punctul O astfel

dlil incat planul cadrului A’ABB’ sa coincida cu
Fig. 12.1.a planul Oxz si Oy dat de regula surubului drept.

Vectorii 7,7, ®, € se exprimd prin proiectiile lor pe axele sistemului
mobil Oxzy, astfel (fig. 12.1.b):
F=0OM =xi, 7, =CO=asinoi —acos ok

_ . (a)

®=wmcoso-i +osino-k; e=0=0
Expresiile analitice ale vitezei relative si de transport se exprima fata de
sistemul mobil Oxzy astfel (fig. 12.1.b):
or .-
V =—=XI b
ey (b)

§ (©)

+a cosau- +sinok )X(x -1 ) =oa+x sina);
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Viteza de transport se poate scrie direct ea avand acelasi sens cu axa Oy
st fiind proportionala cu distanta pana la axa de rotatie: d = MM'=a + xsina.

Expresiile analitice ale acceleratiei relativa, de transport si Coriolis fata de
sistemul mobil Oxzy (fig. 12.1.b) sunt:

_O0F .-
ar:at2 =Xi,
a, =a, +§><I7+6><(6><7):0)(c0s0c-f+sinoc-l€)>< ((oa ]_)-l- (d)

+o cosou-i +sina.-k )x (xsinaj) =a :ooz(x+asinoc)(cosa-l€—sinoc-f)

. =20xV =2(®cosa. - +@sino. - k )x(xi )=2w0xsino - j

Q)

0,=C
%_ Fig. 12.1.c

Ecuatia fundamentala a dinamicii miscarii relative a punctului material se
scrie:

Fig. 12.1.b

ma =F+F+F,, (e)

unde F reprezintd rezultanta fortelor efectiv aplicate si de legatura, F
forta complementara de transport si F . forta complementari Coriolis. Conform
fig. 12.1.c expresiile analitice ale acestor forte Tn proiectii pe axele sistemului
mobil Oxzy, sunt:

F=mg+N,+N, =—mgcoso.-i —mgsino.-k+N k+N, j

F=—ma, :mof(a+xsina)-(sinaf—cosa-l;) ()

F.=—ma, =-2mo X sina.- j
Ecuatia fundamentala a dinamicii miscarii relative (e) se scrie astfel:
mxi=(—mg cosa. +mo’xsin’ o )i + (N, —2me» xsina)j +

()

+(N, —mg sina—mo’x sino.cos o )k
sau 1n proiectii pe axe, sistemul de ecuatii scalare:
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mk':mooz(a + xsin a)sin oL — mg cos o
0=N,-2mox sina (2)
0=N, —mg sino— mo’*(a + x sina.)cos a
Prima ecuatie a sistemului (g) reprezinta o ecuatie diferentiald de ordinul
II neomogenad, care se scrie astfel:
¥—’sin’ o -x=—gcoso+a o’ sino (h)
Solutia generala a acestei ecuatii este egald cu suma dintre solutia
generald a ecuatiei omogene (x,,) si o solutie particulard a ecuatiei neomogene

(xp):

aw’sina— g -cosa

_ _ t sin o —t sina, .
x=x,, +x,=Ce""" +C,e — (1)
®” sin” o
Derivata solutiei generale se scrie:
. . ot sina, —of sino .
X= oasmoc-(Cle —C,e ) ()

unde C; si C, sunt constante de integrare care se determind din conditiile initiale
ale problemei: pentru =0 = x(0) =0, si x(0)=0.

Se obtine astfel urmatorul sistem de doud ecuatii cu doud necunoscute C; si Cy:

2 .
cosO—a® sino
c+C =%

o’ sin’ o (k)
C -C, =0

gcoso—a®’ sina.

Daca se noteaza:

X, )

o’ sin’
: X : C :
se obtine: C,=C,=—, deci ecuatia miscarii se scrie: (m)

x:%(ewtsma_'_emtsmat _ 2):x0 . [ch((Dl‘Sl}’l OL) - 1]

(n)

wtsin o

. X . —ot sin . .
v=x:7°(osmoc(e e """ )=x,0sina -sh(otsina.)

Se poate exprima legea de miscare si sub forma relatiei intre viteza si
deplasare tinAnd seama de relatia matematica: ch’x —sh’x=1.
Relatiile (n) se mai scriu astfel:

A =ch(wtsina.)
X

° (0)

1% .
—=sh(wtsina)
X,08in o

Legea de miscare sub forma relatiei Intre viteza si deplasare este deci:
2 2
X v
S| -] —— | = (p)
X, X,0sino
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2. Inlocuind solutiile (n) in a doua si a treia ecuatie (f) rezultd reactiunile N, si
N, care sunt egale in modul cu fortele de presiune pe care le exercita punctul M
asupra peretilor tubului dupa Oy si Oz:

N, =mg sino+ mo’(a + sinox, [ch(cotsin o)-— 1])coscx

(@

Tinand seama ca cele doua reactiuni sunt perpendiculare, forta totala de
presiune N pe care o exercita punctul M asupra tubului este:

N=,/N}+N: (r)

N, =2mox sino. =2mo’ sin’ ox,sh( ot sina.)

4. Conditia de repaus relativ este data de:
a=x=0 siv, =x=0, (s)
care introduse in ecuatiile (g) conduc la:
0=w’(a+ xsina)sino — g cosol
N, =0 ®
N, =mg sino+ m®’acos o
Din prima ecuatie rezulta pozitia de repaus relativ a punctului fata de tub:
_gcosa—aw’ sino

R 2 .2 (u)
O sin” o
repaus relativ care se realizeaza daca este indeplinitd conditia:
2 . g 2 g
gecoso—aw sina>0 & fga<—=5 sau © <=cigo (V)
am a

12.2. Se considera cadrul OABC din figura 12.2.a format dintr-un tub OA
inclinat cu unghiul o fata de axa de rotatie, situat in plan vertical, care se
roteste in jurul axei verticale BC cu viteza unghiulard o=constant. In acelasi
timp, in interiorul tubului se deplaseaza fara frecare un punct material M (o
bila) de masa m, care este prins prin intremediul unui arc de constanta elastica
¢ de punctul fix O, punctul material porneste din D (OD=ly=lungimea arcului
nedeformat) fara viteza initiala. Se mai cunosc lungimile: CO =a; CB=h.

A 2
E Se cere:
<P 1. sa se deduca ecuatiile migcarii relative a
B punctului M in interiorul tubului §i solutia
ecuatiei diferentiale respective.
2. sa se determine forta de presiune pe care o
h exercita punctul M de masa m asupra peretilor
tubului.
o . 3. Sa se determine distanta OM pentru pozitia

_ ‘ de repaus relativ al punctului M fata de tub
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Rezolvare:

Fata deproblema 12.1, in acest caz mai apare o forta ce actioneaza asupra
punctului material (fig. 12.2.c) si anume forta elastica a arcului avand
mdrimea: I, =¢(x -/, ), unde x este distanta de la punctul M la punctul O.

Se aleg cele doua sisteme de axe ca in fig. 12.2.a: triedrul fix O;x;y;z; si
triedrul mobil Oxyz cu originea in punctul O astfel incat planul cadrului A’ABB’
sd coincida cu planul Oxz .

Vectorii 7,7, ®, € se exprima prin proiectiile lor pe axele triedrului
mobil Oxzy, astfel (fig. 12.2.b):
F=0OM =xi, 7, =CO=asinoi —acos ok

- (a)

®=wcoso i +osino-k; te=w=0

Expresiile analitice ale vitezei relative si de transport se exprima fata de
triedrul mobil Oxzy astfel (fig. 12.1.b):
or .-
v, =——=Xi b
iy (b)
V=V, +OXI=F, +OXI= OXF, +OXT= 0 cosa.-1 +sino-k )xa( sino.-i —coso.k )+ ©
C

+af cosau-i +sinok )X(x-1 ) =o(a+x sina)j

Expresiile analitice ale acceleratiilor relativa, de transport si Coriolis in
triedrul mobil Oxzy (fig. 12.1.b) sunt:

_ O0F .-
a,=—=Xi,
ot
a, =a, +§x7+6x(6x7):w(cosa-17+Sinoc-l€)>< ((oa j_)-l- (d)

+oy cosou-i +sina.-k )x (xsinaj) =a :ooz(x+asinoc)(cosoc-l€—sinoc-f)

a. =2mxv =2(wcosa.-i +wsina -k )x(Xi )=2wx sino.- j

A

M,

Az

=

Fig. 12.2.b i
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Ecuatia fundamentald a dinamicii miscarii relative a punctului material
este:

ma =F+F+F,, (e)

unde F reprezintd rezultanta fortelor efectiv aplicate si de legaturd, F, forta
complementari de transport si F . forta complementard Coriolis. Conform fig.

12.1.c expresiile analitice ale acestor forte in proiectii pe axele sistemului mobil
Oxzy, sunt:

F=mg+F +N+N, =—mgcosa.-i —mgsino.-k—c(x—1{,)i +N k+N,j
F=—ma, :mcoz(a+xsinoc)(sinaf—cosa-l€) 63)
F.=—ma, =-2mo X sina- j

Ecuatia fundamentald a dinamicii miscarii relative (e) se scrie astfel:
mjéf:[—mgcosoc +m’xsin’ o —c(x—4{,)f +(N, 2me xsina.)j +

+( N, —mg sina—m’x sino.cos o )k
sau in proiectii pe axe, sistemul de ecuatii scalare:
mi=mo’(a + xsina)sino. —mgcoso.—c(x— 1, )
0=N,-2mox sina (2)

0=N, —mg sino— mo’*(a + x sina.)cos a

Prima ecuatie a sistemului (g) reprezinta o ecuatie diferentiald de ordinul
II neomogena, care se scrie astfel:

.. : c cl ,
x—(of smzoc——jx: —gcosa+—"+a o sina (h)
m m

Solutia generala a acestei ecuatii este egald cu suma dintre solutia generala
a ecuatiel omogene (x,,) si 0 solutie particulara a ecuatiel neomogene (x,):
X=x, +x (1)
Y P

Se considera cele doua ipoteze posibile:

< . c . c :
a) Dacd: o’ sin’o——<0, notam o’ sin’a——=-)\’ ()
m m
Solutia generald a ecuatiei omogene (x,,,) se scrie sub forma:
x, =Ce"+C,e", (k)

unde r; si r, sun radacinile ecuatiei caracteristice:

r’+X =0, adica r,==i),deci (k)devine:

x, =Ce™+C,e™ = A cosht + A, sin\t

Solutia particulara a ecuatiei neomogene se gaseste de forma:

1 :
—g-cosa+c—+m’asina
_ m
o ¢ 2 2 (1)
— = sin" o
m
Deci solutia generala se scrie:
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14 :
—g-cosa+c"+wasina

x=A cosht+ A, sin\t 4 L (m)
c .

— -’ sin’ o

m

1ar derivata ei se scrie:
x=—AMAsinht + A, hcos\t (n)

unde 4, si A, sunt constante de integrare care se determina din conditiile initiale
ale problemei: pentru =0 = x(0) =l,, si X(0)=0.

Se obtin astfel pentru A, si A, valorile:

1 .
—g-cosa+c- " +masino
A=0,- L =X,
2 C 2 .2 (0)
— -’ sin’ o
m
4,=0

deci ecuatia (m) a miscarii se scrie:
x=l, +x,(cosht—1)

(p)

Inlocuind solutiile (n) in a doua si a treia ecuatie (f) rezulta reactiunile N,
si N, care sunt egale in modul cu fortele de presiune pe care le exercita punctul
M asupra peretilor tubului dupa Oy si Oz. Tinand seama ca cele doua reactiuni
sunt perpendiculare, forta totald de presiune N pe care o exercita punctul M
asupra tubului este:

N=/N>+N?

V=X=—Ax, sin\t

< : c , c
b) Dacd o’sin*o——>0, notam o sin’o——=p" )
m m
Solutia generald a ecuatiei omogene (x,,,) se scrie sub forma:
_ it rt
x, =Ce"+C,e™, (r)
unde r; §i r, sunt radacinile ecuatiei caracteristice:
2 2
r—p =0,

adica 7, =%, deci (r) devine:
x, =Ce"+C,e™

0

Solutia particulara a ecuatiei neomogene se gaseste de forma:

4 :
—g-coso+c—"+w’asina
_ m
X, = (s)

2 .2 c
® sin” oL ——
m

Deci solutia generala se scrie:




PROBLEME REZOLVATE DE MECANICA 194

1 :
—g-cosa+c-"+m’asina

x=Ce" +Ce™ + L (1)
, c

o’ sin® o ——

m

iar derivata ei se scrie:
x=Cpe" —Cpe™ (u)

unde C; si C, sunt constante de integrare care se determind din conditiile initiale
ale problemei: pentru t=0 = x(0) =l,, si x(0)=0.

Se obtine astfel urmatorul sistem de doud ecuatii cu doud necunoscute C; si Cy:

14 .
—g-cosa+c"+wasina
C +C,+ L =/,
. c (v)
o’ sin’ o ——
m
C -C, =0
4, , .
—g-cosa+c-"+w’asina
Daci se noteazi: /, n =X, (W)
: c
o’ sin’o——
m
: X, : S :
se obtine: C,=C, = o deci ecuatia miscarii se scrie: (x)

X
x:EO(eﬁ’+e"ﬁ’)+€o — x,=x,(chpt—1)+ 1, )
v=x=x3shpt
Se poate exprima legea de miscare si sub forma relatiei intre viteza si
deplasare tindnd seama de relatia matematica: ch’x —sh’x=1.
Relatiile (y) se mai scriu astfel:

Xl 1 —ehpr: J%:mst (2)

X, X,

Legea de miscare sub forma relatiei Intre viteza si deplasare este deci:

(x;f°+1j —(iﬁ) —1 (a2)

2. Inlocuind solutiile (n) in a doua si a treia ecuatie (y) rezulta reactiunile N, si
N, care sunt egale in modul cu fortele de presiune pe care le exercita punctul M
asupra peretilor tubului dupad Oy si Oz: Tinand seama ca cele doua reactiuni sunt
perpendiculare, forta totala de presiune N pe care o exercitd punctul M asupra
tubului este:

N=/N>+N’ (r)




PROBLEME REZOLVATE DE MECANICA 195

3. Conditiile de repaus relativ sunt date de:

a =x=0 siv =x=0,

(ab)

care introduse in ecuatiile (g) conduc la:

—mgcoso+cl, +mm’asina

x,=(OM ), =

N, =0

—mo’ sin° o+ ¢

(ac)

N, =mg sino+ m’(a + x,, sino.)

Repausul relativ se realizeaza daca este indeplinita conditia:

—mgcosa +cl,+mo’asino

>/

—mo’ sin’ o+ ¢

0 (ad)

12.3. Se considera cadrul OABC din figura 12.3.a format dintr-un tub OA
inclinat cu unghiul o fata de axa de rotatie, situat in plan vertical, care se
roteste in jurul axei verticale BC cu viteza unghiulard o=constant. In acelasi
timp, in interiorul tubului se deplaseaza fara frecare un punct material M (o
bila) de masa m, pornind din punctul O fara viteza initiala. Tubul este inclinat
fata de verticala cu unghiul o. Se mai cunosc lungimile: CO =a; CB=h.

A

C

Fig. 12.3.a

Se cere:

1. sa se deduca ecuatiile scalare ale miscarii
relative a punctului M in interiorul tubului si
legea de miscare.

2. sa se determine forta de presiune pe care o
exercita punctul M de masa m asupra
peretilor tubului.

3. Sa se determine pozitia punctului M pentru
porzitia de repaus relativ fata de tub.

Rezolvare:

Se aleg cele doud sisteme de axe ca in fig.
12.3.a: sistemul de axe (triedrul, reperul) fix
Owxyiz; si sistemul de axe mobil Oxyz cu
originea in punctul O astfel incat planul cadrului
A’ABB’ sa coincida cu planul Oxz si Oy dat de
regula surubului drept.

Pentru studiul miscarii se pleacd de la ecuatia fundamentald a dinamicii
migcarii relative a punctului material:

ma =F+F+F,,

(a)
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unde conform fig. 12.3.c se poate scrie:

» F=mg+N,+N, =mgsino.-i + mgcoso.-k —N,k—N, j (b)
rezultanta fortelor efectiv aplicate si de legatura,

» F =-ma, forta complementari de transport (c)

» F .=-ma, forta complementari Coriolis. (d)

Acceleratiile de transport si Coriolis fatd de triedrul mobil Oxzy (fig.
12.3.b) sunt:

a=a' :coz(a—xcosoc)(cosoc-f—sinoc-k)

. _ - (d)
a. =20xv =2(-msino.-i —mcoso.-k )x(xi )=—-2wxcoso - j
Rezulta expresiile analitice ale fortelor complementare
F =-ma, :mooz(a—xcosoc)(—cosoc-f+sinoc-l€) @©
_ _ e
F.=-ma, =2mwxcosa.- j
AZI AZ1
A 0 _/y
C (0
]vl z
h M F
®
F N,
G
a

[ 0,=B
%——E A
Fig. 123.b I~ Fg.123.

Ecuatia fundamentala a dinamicii miscarii relative (e) se scrie astfel:
mii =mg sino.-i + mgcoso.-k — N k—N, j +

+m(02(a—xcosa)(—cosa-f+sinoc-l€)+2m(o)'ccosa-]_' @
sau 1n proiectii pe axe, sistemul de ecuatii scalare:

mx = mg sino.—mm’(a—xcosa. )coso.

0=-N,+2moxcosa (g2)

0=—N,+mgcoso.+mm’(a—xcoso)sina,

Prima ecuatie a sistemului (g) reprezintd o ecuatie diferentiald de ordinul
IT neomogena, care se scrie astfel:

¥—w’cos’ o -x=gsino.—a ®° cosa (h)
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Solutia generala a acestei ecuatii este egald cu suma dintre solutia
generald a ecuatiei omogene (x,,) si o solutie particulard a ecuatiei neomogene
(p):

P

g-Sinc—a®’ coso.

_ _ ot cos o - cos o .
x=x,, +x,=Ce"""+C,e — (1)
® cos” a
Derivata solutiei generale se scrie:
S f cos o —mfcos o b
X= (ocosa(Cle —C.e ) )

unde C; si C, sunt constante de integrare care se determind din conditiile initiale
ale problemei: pentru =0 = x(0) =0, si x(0)=0.

Se obtine astfel urmatorul sistem de douad ecuatii cu doud necunoscute C; si Cy:

C

. 2
gsino—am” coso
+C, = > 2
O cos” o (k)
C -C,=0

gsina—ao’ coso

Daca se noteaza:

Xy )

®’ cos’ a
) X ) e )
se obtine: C,=C, = 70 , deci ecuatia miscarii se scrie: (m)
_‘xo icos o —t cos ot _
x—;(e +e —2)—x0-[ch(ootc0soc)—1]
(n)

wicos o

X Core
V= x:?ooacos ofe e """ ) =x,mcosa -sh(wtcosa )

Se poate exprima legea de miscare si sub forma unei ecuatii viteza -
deplasare tinand seama de relatia matematica: ch’x —sh’x=1.
Relatiile (n) se mai scriu astfel:

A =ch(wtcosa )
X

: (0)

1% :
=sh(wtsina.)
X,0C08 0

Legea de miscare sub forma relatiei intre viteza si deplasare este deci:

o )
X, X,0C0s O

2. Inlocuind solutiile (n) in a doua si a treia ecuatie (f) rezultd reactiunile N, si
N, care sunt egale in modul cu fortele de presiune pe care le exercita punctul M
asupra peretilor tubului dupa Oy si Oz:

N, =mg cos o+ mw’(a — cos ox, [ch(oatcosoc) - 1])Sinoc
N (@)
2

Forta totala de presiune N pe care o exercitd punctul M asupra tubului

este: N=/N/+N; (1)

=2mmx cos o, =2m®»° cos’ o.x,.sh( ot cos o
0
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4. Conditia de repaus relativ este data de:
a=x=0 siv =x=0, x=xz (s)
care introduse in ecuatiile (g) conduc la:
. 2
0=mgsino.—mo (a—x,cosa)cosa
0=-N, ()
0=—N,+mgcoso.+mw’(a—x, cosa.)sino
Din prima ecuatie rezulta pozitia de repaus relativ a punctului fata de tub:
— gsino+aw’ cosa
'xR = 2 2 (u)
® cos” o
repaus relativ care se realizeaza daca este indeplinita conditia:
2
. 2 aom 2 g
—gsina+an cosa>0 & fga<—— sau © >=tga (v)
g a

12.4. Se considerd cadrul ABB’A’ format dintr-un tub situat in plan vertical de
forma semicirculara ca in figura 12.4, care se roteste cu viteza unghiulara
constantd . In acelasi timp, in interiorul tubului se deplaseazd fard frecare un
punct material de masa m, pornind din punctul A cu viteza initiala. Se mai

cunosc lungimile: AA” =a; A’B’=h.

Se cere:

w

doua portiuni AB si BB’

~
R

Rezolvare:

a. Miscarea pe AB

Vo

de regula surubului drept.

z 1. sa se deduca ecuatiile migcarii relative a
*/4 punctului in interiorul tubului pe cele

2. sa se determine forta pe care o exercitd
punctul material de masa m asupra
peretelui tubului pe cele doua portiuni .

Se considera cele doua sisteme de axe ca

in fig. 12.4.a: sistemul de axe (triedrul,
) reperul) fix O;x;y;z; si sistemul de axe mobil

Oxyz cu originea 1n acelasi punct de pe axa

§§ Fig. 12.4 de rotatie astfel 1incat planul cadrului
ABB’A’ sa coincida cu planul Oxz si Oy dat

Se exprimd vectorii 7,7, ®, € prin proiectiile lor fatd de triedrul mobil

Oxzy astfel (fig. 12.4.a):
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F=OM =xi; 7 =0

Oo=0-k e=0=0
Viteza relativd si de transport se exprima fata de triedrul mobil Oxzy
astfel (fig. 12.4.a):
or .-
vV, =—=Xi b
Sy (b)
Vv, =7, +oxF=(0k )x(x i )=0-x]
Acceleratiile relativa, de transport si Coriolis se exprima fatd de triedrul
mobil Oxzy astfel (fig. 12.4.a):

_ 07 ..
a = =X,
ot’
a =a,+exi+ ox(oxF)=(o-k )x(ox j)=—o’x-i (c)
a, =2oxv =20k )x (7 )= 20k
Azlzz A

E
* S~

Fig. 12.4.a

Fig. 12.4.b

Expresiile analitice (in raport cu sistemul de axe mobil Oxzy) ale fortelor
exterioare (direct aplicate si de legdturd) si a fortelor complementare (de
transport si Coriolis) conform fig. 12.3.b sunt

F=mg+N +N, =—mg -k+N_k+N |
F=—ma =mwx-i (d)
F.=—ma, =-2m®» X j

Ecuatia fundamentala a dinamicii miscarii relative a punctului material:
ma =F+F+ F_., se scrie analitic astfel: (e)

mii= mw’xi +(N, -2mo % )j+( N -mg )k (f)
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sau 1n proiectii pe axele triedrului mobil:

mi=me’ x
0=N, —2mmx (2)
0=N_ -mg
Prima ecuatie (g) se mai scrie: X—®” -x=0 (h)
si are solutia de forma: x=C,e”+C,e™ , (1)
respectiv derivata: X= o)(Cle“” -C, e"”’) G)

unde C; si C, sunt constante de integrare care se determina din conditiile
initiale ale problemei: x(0) =0, si X(0)=v,. Se obtine astfel urmatorul
sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute C; si C,:

C+C,=0
k
C-C =2 (k)
®
se obtine: C,=—C, = ;—0 , deci ecuatia migcarii se scrie:
®
VO ot -t VO
260( ) " (wt) n
x=v,ch(ot)

Se poate exprima legea de miscare si sub forma viteza functie de spatiu
tinind seama de relatia matematica evidenta: ch’x —sh’x=1:

-
vO vO

sau sub forma:

V(x)=x=v, (n)
in punctul B viteza va fi: v, =v (0)
Din ultimele doua ecuatii (g) rezulta reactiunile N, si N.:

N, =2mwx =2mwv0 (p)

b. Miscarea pe BB’

Se considera cele doua sisteme de axe ca in fig. 12.4.c: sistemul de axe
(triedrul, reperul) fix O;x;y;z; si sistemul de axe mobil Oxyz cu originea in
acelasi punct de pe axa de rotatie astfel incat planul cadrului ABB’A’ si
coincida cu planul Oxz si Oy dat de regula surubului drept.
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Se exprima vectorii 7,7, ®, € prin proiectiile lor fata de triedrul mobil
Oxzy astfel (fig. 12.4.a):

F=OM =(a+Rsin®)i + R(1-cos0 )k; r,=0 @
_ , q
0=0-k; e=0=0
Viteza relativd s1 de transport se exprimd fatd de triedrul mobil Oxzy
astfel (fig. 12.4.a):
v :%:Récos 0i + ROsin0k = ROT (r)

V=V, +toxr=(® -E)x((a + Rsin0)i + R(1- cos@)E)zm-(a +Rsin0) j
Se observa ca viteza de transport este Tn acelasi sens cu axa Oy, fiind
proportionald cu distanta pand la axa de rotatie: d = MM'=a + Rsin®.
Acceleratiile relativa, de transport si Coriolis se exprima fata de triedrul
mobil Oxzy astfel (fig. 12.4.a):
)
] :Zt: :(Récos 0— RO’ sin 9) [ +(Résin 0+ RO’ cos 6)- k

S|

=a,+exr+ o x(0xF)=(0-k )x[o-(a+Rsin®)j|=-o*(a+Rsin®)-i (s)
a. :26><\7r:(2(0-1€)x (RGCOSOZT+RGsin GIE)ZZ(DRGCOSO-]_'
A

—

Q

M|

A=0

\

Expresiile analitice (in raport cu sistemul de axe mobil Oxzy) ale fortelor

exterioare (direct aplicate si de legdaturd) si a fortelor complementare (de
transport si Coriolis) conform fig. 12.4.d sunt

Fig. 12.4.c

Fig. 12.4.d

:m§+ﬁl+]v2 :—mg-l;—N1 sin® - + N, cos@-/;+N2]_'
'=—ma, =m®’(a+ Rsin®)-i (t)
F.=-ma, = —2mwROcosO- |

o[ les|
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Ecuatia fundamentala a dinamicii miscarii relative a punctului material:
ma =F+F+F,, (v)
se scrie analitic astfel:
m(Récos 0— RO sin 9) i+ m(Résin 0+ RO cos 9)- k =-mg-k—N, sin®-i+
7 = 2 . - A - (W)
+N,cosOk+N,j+mo " (a+ Rsin®)-i —2mwROcosO - j

sau 1n proiectii pe axele triedrului mobil:
m(Récos 0— RO’ sin 9): —N, sin®+mo’(a+ Rsinb)
0=N,- 2mmROcos O (x)
m(RéSin 0+ RO’ cos 9)= —mg+ N, cos©
Daca se multiplica prima ecuatie (x) cu cos@si a treia cu sinéd si se aduna
membru cu membru se obtine ecuatia diferentiala:
mRé(cos2 0+ sin’ 9): mo’(a+ Rsin0®)cos® —mg sin0, sau
R6=w’(a+ Rsin®)cos0 — g sin® ®)

Multiplicand ecuatia (y) cu: d0=0dt si integrand se obtine o prima
forma integrala a solutiei:
RO -0dt=w’(a+ Rsin®)cos0-do — gsinddd

- )
RO =w’asin® —iszcos29+ gcosO+C

Constanta de integrare se obtine din conditiile initiale:

0=0=v, =RO=v, [@] +1 (a)

Vo

Se obtine astfel legea de miscare sub forma:

v(0)=RO=1/v: + 2R0 asin® + ®>R* sin> 6 — 2Rg(1 - cos b)) (ab)

Viteza in punctul B’ se obtine din relatia (ab) in care 6=180:

Vv, =+/V; —4Rg (ac)

Pentru ca punctul sd ajunga in B’ trebuie indeplinita conditia:

v. >4Rg sau (aw) +v. >4Rg (ad)
a

sau :v, 2+4Rg — (aoo)2
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12.5. Se considera cadrul A’ABB’ din figura 12.5 format dintr-un tub AB
inclinat cu unghiul o fata de axa de rotatie, situat in plan vertical, care se
roteste cu viteza unghiulard constantd . In acelagsi timp, in interiorul tubului
se deplaseaza fara frecare un punct material de masa m, pornind din punctul A
fara viteza initiala. Se mai cunosc lungimile: AA’ =a;, A’B’=h.

2 Se cere:

f/A(D 1. sa se deduca ecuatiile miscarii relative a

N
§'§ punctului in interiorul tubului

2. sa se determine viteza absoluta In

i momentul parasirii tubului (in punctul B),
A 2

3. sa se determine forta pe care o exercita
punctul material de masa m asupra peretelui
tubului.

Rezolvare:

Se considera cele doud sisteme de axe ca in
fig. 12.5.a: sistemul de axe (triedrul, reperul) fix
Owxyiz; si sistemul de axe mobil Oxyz cu
originea in acelasi punct de pe axa de rotatie
astfel incat planul cadrului A’ABB’ sd coincida
Fig. 12.5 cu planul Oxz si Oy dat de regula surubului
drept.

Se exprimd vectorii 7,7, ®, € prin proiectiile lor fatd de triedrul mobil
Oxzy astfel (fig. 12.5.a):

F=0M =xi, 7, =0

7 Xi 7, ) @

®=—-0coso -1 +osino-k; te=wm=0

Viteza relativd si de transport se exprima fata de triedrul mobil Oxzy
astfel (fig. 12.5.a):
or .-
vV, =—=Xi b
Sy (b)
vV, =V, +OXF=(—0coso.- i + wsina -k )x(x- )=o-x sina.- j

Acceleratiile relativa, de transport si Coriolis se exprima fatd de triedrul
mobil Oxzy astfel (fig. 12.5.a):

_0F .-
a,=—=Xi,
ot
a =a,+exr+ o x (ox7)=(—ocoso -1 +osina -k )x(oxsina- ;) (c)
=a, =—0’xsin’ o1 —o’xsinacosa -k

a, =2mxv =2(—wcosa.-i +osino.-k )x(xi )=20xsina.- j
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Fig. 12.5.b

Z

\4

Expresiile analitice (in raport cu sistemul de axe mobil Oxzy) ale fortelor
exterioare (direct aplicate si de legdaturd) si a fortelor complementare (de
transport si Coriolis) conform fig. 12.5.b sunt

F=m§+ﬁz+ﬁy =mgcoso.-i —mgsino. - E+N21€+Ny]_'

'=—ma, =m®'xsin’ oI +me’xsinocoso -k (d)
F.=—ma,=-2mo Xsino.- j
Ecuatia fundamentala a dinamicii miscarii relative a punctului material:

ma =F+F+F,., se scrie analitic astfel: (e)
mXi=(mg cos o +m®’xsin’ o )i + (N —2mo xsino)j +
+(N_ —mg sino+m®’x sino.cos o )k ®
sau 1n proiectii pe axele triedrului mobil:
mxX=m®’ xsin’ o. + mg cos o,
0=N —2mwx sino (2)

0=N_ —mg sin o+ m®’ X Sin o.cos o,
Prima ecuatie (g) se mai scrie:

¥—o’ sin’ o -x=gcosa (h)
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. . sin —®sin -Ccosa
si are solutia de forma: x=C,e”"*+C,e """ — &

: (1)

o’ - sin’ o
respectiv derivata: x=wsina. - (Cle"’””“’ —C, e‘“’”"“’) ()
unde C; si C, sunt constante de integrare care se determind din conditiile initiale

ale problemei: x(0) =as/sina, si x(0)=0. Se obtine astfel urmatorul sistem de
doua ecuatii cu doua necunoscute C; si C,:

CiC - 94, gcosu
1 27 . 2 e 2
sina,  ® sin” o (k)
C -C, =0
< 9 - CoS o
Daca se noteaza: — g2 —— =X, D
sina. ® -sin” o
: X, : D :
se obtine: C,=C, = o deci ecuatia miscarii se scrie: (m)

xo ®Ssin ot —sinot gCOSOL .
x=——(e"""+e )——=———x=X, -ch(osinat)—
2 ®> sin’ o ‘ ®> sin’ o (n)

xX=x,0sino -sh(osina. 1)

gcosa

Se poate exprima legea de miscare si sub forma viteza functie de spatiu
tinind seama de relatia matematica evidentd: ch’x —sh’x=1; relatiile (n) se
scriu astfel:

X cos o .
—+2g—.2 =ch(osino t)
X, OX,sin o

o (0)

X :
—=sh(wsino t)
X,08in o

rezultd deci legea de miscare sub forma:

2 2
X cos Q. X
>+ £ - =1 (p)

x, ox,sin’o X,®Sino

sau sub forma:

2
: : X cos oL
V(X)=Xx=x,08no —+2g—.2 -1 (q)
X, O X,sin o
2. Viteza cu care punctul material paraseste tubul se obtine tindnd seama ca cele

doua viteze (relaliva si de transport) sunt perpendiculare (conform relatiilor b):

2 2
V, =4V, +V, (r)

unde:
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2
. . : : x cosa
> vitezarelativa: v, =X, =x,0sina,| =+ 2g—2 -1 (s)
X, O Xx,sin" o
> viteza de transport: v, =0-X, sino (t)
a h
unde : x, = + (v

SinoL.  coso

3. Din a doua si a treia ecuatie (f) rezulta reactiunile N; si N, ale punctului

material asupra peretelui tubului care sunt egale ca marime cu reactiunile N, si

N, ce actioneaza asupra punctului:
N, =N, =2moxsina

v)

N, =N. =mg sino— mo’xsino.cos o

Tinand seama ca cele doua reactiuni sunt perpendiculare, reactiunea totala
N asupra tubului este:

N=,/N}+N; :msina\/(g —cozxcosoc)2+4co25c2 (W)

PROBLEMA PROPUSA

12.6. Se considerda cadrul A’ABB’ din figura 12.6 format dintr-un tub AB
inclinat cu unghiul o fata de axa de rotatie, situat in plan vertical, care se
roteste cu viteza unghiulard constantd . In acelasi timp, in interiorul tubului
se deplaseaza fara frecare un punct material M de masa m, pornind din punctul
O cu viteza initiala vy. Se mai cunosc lungimile: AA’ =a; A’B’=h.

Zy

\f/‘m Se cere:
1. sa se deduca ecuatiile miscarii relative
a punctului in interiorul tubului

B E 2. sa se determine forta pe care o exercitd

punctul material de masa m asupra

peretelui tubului.

3. sa se determine pozitia de repaus
relativ §i forta pe care o exercita punctul
material de masa m asupra peretelui
tubului in acesta pozitie

Fig. 12.6
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CAPITOLUL XIII
DINAMICA RIGIDULUI ST A
SISTEMELOR DE RIGIDE

PROBLEME REZOLVATE

13.1. Se considera volantul din figura alaturata care se roteste cu turatia
n, [rot / min] in jurul unei axe perpendiculare pe planul sau (xOy), ce trece prin
O. Volantul are raza R, greutatea G si momentul de inertie in raport cu axa de
rotatie (Oz) J, . Se franeaza volantul cu ajutorul a doi saboti apasati fiecare cu
forta radiala P (fig. 13.1). Coeficientul de frecare, de alunecare dintre volant si
saboti este p. Se cere sa se calculeze numarul de ture complete N, pe care-I

efectueaza volantul pana la oprire.

Rezolvare
Se izoleaza volantul, se figureaza toate fortele care actioneaza (fortele
efectiv aplicate si de legdturd) si se aplica teorema momentului cinetic fata de
axa de rotatie Oz:

J§=2M,(F) (a)
i=1

care, in cazul de fata se transcrie astfel:

J,p=-2pP R &
: b
ép:—2”P R (= constant) (b)
JO

Integrand succesiv de doud ori avem:

(p:—thL]PRHCl, q):—#t2 +Ct+C,

0 0

Constantele de integrare C; si C, se
determina din conditiile initiale:

(P(O) =0 C = n,

t=0 '(O)— _mn, = 30 (o)
PE=™ =5 e, =0

Fig. 13.1.a

Se obtin legile de miscare pentru viteza unghiulard o si unghiul de rotatie o:

oo 2uPR ;3
J, 30
UPR T @
Q=——-1t"+—"t
J 30

0
Pentru oprire se pune conditia w=0 si se calculeazad timpul ¢, necesar pana
la oprire din relatia (d):
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0:_2uPRt1 LT, ot = nn,
J, 30 60uPR

Pana la oprire volantul se roteste cu unghiul

JO

2_12
0 :_p,LPR - TN, - nn,J, ©)
J, 30 3600pPR

Numarul de ture pana la oprire va fi deci partea intreaga a valorii:

N = e (f

2n 7200uPR
Observatie: In cazul volantului sub forma unui disc omogen se poate
2
inlocui momentul de inertie cu: J, = M2R = 2£R2 .
g

13.2. Se considerd un disc omogen de raza R §i greutate G avdnd infagurat pe

circumferinta sa un fir fixat in punctul A (fig. 13.2). Discul este lasat sa cada

liber pe verticala plecdnd din repaus .

Se cer legea de miscare §i tensiunea din fir. 0
Rezolvare A
Se aplica teorema de variatie a energiei cinetice

pentru intervalul de timp (to, t;):

E;-Ey=Loy, (a)
unde: E, = 0, deoarece vp =0 si Jo
2 2

b laady g 16, 1GR ¥ N
2 2 2g 2g 2 R C
3G ,

i Gw
Lucrul mecanic efectuat asupra discului pentru Fio 1?3 ,

acelasi interval de timp este L,.; = Gh,
h fiind deplasarea greutatii G aplicatd in centrul discului
Diferentiind relatiile anterioare avem:

dE = EEvcaca’t
2g
dL = Gv dt (b)

unde h=v, V =a,
Din teorema energiei scrisa sub forma diferentiald

dE = dL se obtine aceleratia centrului discului:
2

a =— C
=38 (©)
Aplicand teorema impulsului in proiectii pe verticala:
Ma =Y  sau gac =Y (d)

g
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unde : Y reprezintd suma proiectiilor pe verticald (pe axa Cy) a tuturor fortelor

Prin urmare din (d) putem deduce tensiunea din fir S:

Sy -G-s :S:%

g

(e)

Observatie:  Aceleasi rezultate se obtin dacd se foloseste teorema
momentului cinetic scrisa succesiv, fatd de centrul instantaneu de rotatie I
st fatd de centrul discului C avem:

. G 3R’ ..

Jop=2M.(F) =—"6=SR
i g 2

. A . a : .. :
Tinand seamacd $p=¢= Ec se obtin relatiile (c) si (e).

13.3. Se considera bara OA de lungime 2a si greutate G articulata in O din fig.
13.3, care se afla la momentul initial in repaus in pozitie orizontald, de unde i
se da drumul fara viteza initiala. Articulatia O este fara frecare. Se cere sa se
determine viteza unghiulara §i unghiul o format de reactiunea totala din O

R si axa longitudinald a barei.

YW/ /e Ao

Rezolvare

Metoda I . Se ale un sistem de axe fix cu
axa O,z; sd coincidd cu axa de rotatia a
barei si acelasi sens cu viteza unghiulara
® s1un sistem de axe mobil cu axa Ox sa
coincida cu axa longitudinald a barei iar
Oz sd coincida cu axa O;z; (figl3.3.a).
Viteza unghiulard rezultd din teortema
momentului cinetic scrisa sub forma:

Je=M_ sau:J op=M,
unde : (a)
2
J. :4a G, iar M _=Gacos@
3g

Deci teorema momentului cinetic devine:

2
4a G('p:Gacoscp:('p:i—gcoscp (b)
a
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Daca se multiplica ecuatia (b) cu : do = @dt si se integreaza se obtine:

.2
(’p(pdt:3—gcoscp-d(p:>(p—:3—gsin(p+C (©)
4a 2  4a

Constanta de integrare C se determind din conditiile initiale ¢ =0= ¢ =0

care conduce la C=0. Deci viteza unghiulara este:

. [3g .
O)Z(P: —gSln(p (d)
2a
Metoda a Il-a. Se poate determina viteza unghilard folosind teorema de
variatie a energiei cinetice sub forma: E;-E,=L, (e)

unde E,=0 este energia cinetica la momentul initial,

: 1 C
iar E, = EJ ,®°, este energia cinetica la un moment oarecare t.
4a’°G L : oo
J, = 3 este momentul de inertie mecanic al barei fatd de axa de
g
rotatie ce trece prin O;
L, , =Gasing, este lucrul mecanic al fortei de greutate a barei.

Inlocuind aceste valori se obtine acelasi rezultat (d): ©= 1/;—gsimp
a

Pentru pozitia verticald a barei se obtine viteza unghiulara (maxima):

e
0= 2 0

2. Pentru determinarea reactiunii R se foloseste teorema impulsului
scrisa sub forma teoremei miscarii centrului de masa C, adica:

Mp =R +R" (2)
care proiectata pe axele sistemului fix O;x,y; se obtine:
G . )
Mé = X' _alzXlg
L T A
g

Unde &, si m, sunt coordonatele punctului C. Acestea si derivatele
corespunzatoare se scriu astfel:
E =acoso N E, =—apsing
n, =asinQ n, =aecose
{él =—apsin® —ad’ cos P
—

H, = adpcos — ad’ sin@
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Tinand seama de relatia (b) a lui ¢ si (d) a vitezei unghiulare ¢, ultimele
relatii (1) devin:

£ =2 gsin2g
8 :

; 4

i, =, 8(1-3sin"0)

astfel incat relatiile (h) devin:

X" = %Gsin2(p

4

Y = G[l +%(1 —3sin’ (p)}
Se obtine in final unghiul o cautat (fig.13.3.a):

1+E(1—3Sin2(p)
go = (k)
2sin2(p
8

Pentru doud pozitii particulare ale barei date de ¢=0 si ¢=90" se obtine:

X" =0 X" =0
T
=0= ; =—= 1
¢ Y % P=7 =y _ 52G (D

13.4. Se considerd bara AB de lungime 2/ si greutate G din fig. 13.4.a, care se
deplaseaza fara frecare sprijinindu-se cu extremitatile ei pe un perete vertical §i
pe o suprafata orizontala. Bara se afla la momentul initial in repaus facand cu
directia verticala unghiul 6, de unde i se da drumul fara viteza initiala.

Se cere sa se determine legea de miscare si fortele de legatura cu cele doua
suprafete.

Rezolvare

IN:
7 \ Metoda I . Pentru determinarea miscarii si
? a fortelor de legatura se alege sistemul de
7 referintd fix O;x;y; in planul vertical al
7 o : .
7 migcarii (fig 13.4.b) si se aplica teoremele
? impulsului s1 momentului cinetic fata de
7 centrul maselor C(¢,,n, ):
77777 % Mp =R si K.=M, (a)
Fig. 13.4.a - .. z
¢ unde‘ K.|=J.0 :E(%) 0 (b)
g 12
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O
Fig. 13.4b Fig. 13.4.c

In proiectii pe axele sistemului de coordonate aceste relatii se scriu:

G .

—&, =N, /2

é (c) respectiv: 3 0=N (sin®—N,lcosO (d)
_ﬁ1 = NA -G &

g

Coordonatele centrului de masd si derivatele corespunzatoare se scriu
astfel:

E, =10sin6 & =10cosH E, =10cos0— (0 sind
= : = y : (e)
n, ={cosH N, =—(0sin0 1}, =—(0sin6 — (0° cos O
Introducand aceste rezultate in relatiile (c) se obtine:
gK(écos@ -6 Sine): N,
g
G (- : ()
— —f(esine +0’ cos@)z -G+ N,
g
Introducand aceste rezultate in relatiile (d) se obtine ecuatia diferentiald a
D = 3g .
miscarii: 0=—=sin6
$ v, (2)
Daci se multiplicd ecuatia (g) cu : d0 = 0dt si se integreaza se obtine:
A2
60dt =2 5in0-do= > =38 cos0+ C (h)
40 2 40
Constanta de integrare C se determina din conditiile initiale:
t=0=0=0, si =0 , care conduce la Czi—icos@o. (1)
Deci legea de miscare este:
0’ =z—§(cos90—cos 0) ()

Fortele de legitura N, si Nj se obtin inlocuind in relatiile (f) 0 si 6’
obtinute n relatiile (g) s1 (j):
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N, = G(Esin 0cos0 — E(coseo—cos 0)sin 9)
4 2 ®

N, = G(l - %sin 0.sin0 — %(COS@O—COS 0)cos Oj

Metoda a Il-a. Se poate determina viteza unghilard folosind teorema de

variatie a energiei cinetice sub forma: E;-Ey=L,, ()
unde E,=0 este energia cinetica la momentul initial,
: 1G, 1 ) o
lar E, = E—Vc + EJ ", este energia cineticd la un moment oarecare ;.
g
G20y Gr

.. =—-———=—— este momentul de inertie mecanic al bare1 fatd de axa
g 12 3g

de rotatie ce trece prin C;
2G1°
3g
L,,=G(h,—h)=Gl(cosO,—cos0), este lucrul mecanic al fortei de
greutate a barei. Inlocuind aceste valori se obtine acelasi rezultat (j):
2G1?

3g

Deci: E, = o’ (m)

®’ =Gl(cosB, —cos0) = »’ =32—é;(cos60 —cos0) (n)
Derivand in raport cu timpul relatia (n) se obtine (g):

20)(b=3—gésin9 :>é:(b=3—gsin9 (o)
2/ 4/

13.5. Se considera sistemul format dintr-un corp de greutate G; si un disc
omogen de raza R si greutate G, avand infasurat pe circumferinta sa un fir de
care este fixat primul corp (fig. 13.5). Corpul este lasat liber plecdind din
repaus. Se cere legea de miscare §i tensiunea din fir.

Rezolvare
Se aplicd teorema de variatie a energiei
cinetice sub forma diferentiala:

dE =dL (a)
E=E +E =191,
2g
unde: G R
unde ®, =l, J, =
R, 2g
2
Rezulti:  E=-1(2G, +G,) (b)
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Diferentiind relatia (b) rezultd: dE = %(2(?1 +G, )vlaldt (b”)
g
L=L+L =Gh +0 =dL=Gyvdt (c)
Inlocuind in relatia (a) rezulti acceleratia sistemului:
2G
a,=—" d
'726,+6G,° @

Integrand succesiv de doud ori relatia (d) se obtine viteza si deplasarea
corpului 1:
2G, G
v=—"1—9ot+C s5i h=—"—9gt’+Ct+C e
=26 46 816 =26 +6.8 i+ G, (e)
Constantele de integrare C; si C; se obtin din conditiile initiale:
=0 =v;=0, h;=0, rezultd asadar: C,=C,=0.
Deci relatiile (e) se scriu:
2G, _ G
v=—-">t—gt si h=—"'—gt’
'726,+6,°" Y T2 +6, ¢ ®
Viteza si deplasarea corpului 2 se obtin tindnd seama de relatia (b):

2
, _L: Gl itl Si 0, = Gl étz (g)
R, 2G,+G, R, 2G, + G, R,
2) Pentru calculul tensiunii din fir S se separa cele doua corpuri
si se scrie teorema impulsului pentru corpul 1(fig. 13.5.a): B
_ s |

Ma =Y F*+F" (2) '
care 1n proiectie pe directia miscarii se scrie: = \ 4
ﬁalzgl_s —-S=G|1-% __GG, (h) Fig. 13.5.2
g g) 2G +G,

13.6. Se considera sistemul format dintr-un troliu de raze R sir, de greutate G;
pe circumferintele troliului fiind infasurate doua fire inextensibile de care sunt
prinse doua greutati G; si G, (fig. 13.6). Se neglijeaza frecarile. Sistemul este
lasat liber plecand din repaus . Se cere legea de miscare a sistemului §i
tensiunile din cele doua fire.

Rezolvare
Firele fiind inextensibile dL™ =0, astfel incat
pentru determinarea miscarii se aplica teorema de
variatie a energiei cinetice sub forma diferentiala:
dE =dL (a)
Se face o analiza cinematica a miscarii celor doua
corpuri ale sistemului (2 si 3) in functie de
miscarea corpului 1, conform tabelului de mai jos.
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Corpul si Deplasarea | Viteza Acceleratia | Deplasarea
tipul miscarii virtuala
1 h 1 Vj aj oh b
Translatie
2 _rh, A _ra, _ rdh,
Translatie h, = R 2T I Oh, = R
3 _h v _a, So. — Oh,
Rotatie P =5 @ =5 “Tp P =5
Energia cinetica totala a sistemului fiind:
16, , 16, , 1,
E=FE +E +E =—v +——>v, +—-J,0; (a)
2 g 2 g 2
Daca presupunem ca discul 3 este omogen de razda R si masa G3/g atunci
. : G,R’
momentul de inertie se scrie: J, = 23 .
g
Deci energia cinetica a sistemului se scrie:
2 2
E:v—‘(ZGl 2, +st (b)
4g
. .. . 3 1 2r? ,
Diferentiind relatia (b) rezulta: dE =—| 2G, +—-G, + G, |v,a,dt (b%)
2g R
L=L +L2+L3:Glhl+0—G3h3:(Gl—%G2jhl (©)
Diferentiind relatia (b) rezultd: dL = (Gl - %Gz jvldt (c)
Inlocuind in expresia teoremei energiei cinetice dE=dL, rezultd
acceleratia sistemului:
5-2%)
R
a, = (d)

1 2 g
Gl+r2G2+G3
R 2

Integrand succesiv de doud ori relatia (d) se obtine viteza si respectiv
deplasarea corpului 1: v, =at+C, si h=at’+Ct+C, (e)
Constantele de integrare C,; §i C, se obtin din conditiile initiale:
=0 =v;=0, h;=0, rezulta asadar: C,;=C,=0.
Vitezele si deplasdrile corpurilor 2 si 3 se obtin tindnd seama de relatiile

din tabelul de mai sus.

2) Pentru calculul tensiunii S din fir se separa cele trei corpuri L
si se scrie: '
» teorema impulsului pentru corpul 1 (fig. 13.6.a):

Ma =Y F‘+F" ()
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care in proiectie pe directia migcarii se scrie:

G a
—1a1:G1—Sl :>S1:Gl(l__lJ (g) §2 4

g g |
> teorema impulsului pentru corpul 2 (fig. 13.6.b): ©) A
M,a, =Y (F*+F) (h) G|
care in proiectie pe directia migcarii se scrie:
Gr oG+, :qug@+ﬂli(n
g R g R
» teorema impulsului pentru corpul 3 (fig. 13.6.c):
M,a, =Y (F*+F*) (h) &
care 1n proiectie pe cele doua directii se scrie: \
0=H,
0=V,-G,-S5,-5,=V,=G,+5,+ 5, (1)

K=G@—5J+@@+ﬂlﬂ+ﬁ
g g R

» teorema momentului cinetic pentru corpul 3:

Ty =3 (M7 + M)

Gl a_gRos, 0
2g¢ R
Observatie:

Relatia (j) este o relatia de verificare, intrucat in aceasta toate marimile
sunt cunoscute. Daca nu se aplica teorema energiei cinetice atunci relatiile
obtinute prin separarea corpurilor si aplicarea teoremelor impulsului si
momentului cinetic sunt suficiente pentru determinarea miscarii si a fortelor de
legatura ale sistemului.

13.7. Se considera sistemul de corpuri din fig. 13.7, in care marimile R, G, «,
sunt cunoscute. Corpul (1) coboara pe planul inclinat ( se neglijeaza frecarea
de alunecare) avand parametrii cinematicii: h;, v;, a;;, corpul (2) se considera
omogen de raza R, si este antrenat prin intermediul firului intr-o miscare de
rotatie (fara frecare in lagarul O,), iar corpul (3) se deplazeaza in sus avand o
miscare plan-paralela.

Se cere:

1) Sa se determine miscarea sistemului cu ajutorul teoremei energiei cinetice
(parametrii h;, v;, a;);

2) Sa se determine fortele de legatura, prin aplicarea teoremelor impulsului si a
momentului cinetic.



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICA

217

Rezolvare

@ Sz;iG o 1) Pentru rezolvarea problemei se
R,=2R 1~ | face mai intdi o analiza cinematica
a migcarii, adicd gasirea relatiilor
de lant cinematic, ceea ce Inseamna
N ‘ exprimarea parametriilor cinematici
PV ai corpurilor (2) si (3) in functie de
< fa parametrii cinematici ai corpului
‘ /- A (1). Se scriu relatiille de lant
G ! cinematic pentru viteze, iar pentru
@/& | deplasari §i acceleratii se tine
, Gs=16G seama de relatiile diferentiale dintre

Fig. 13.7 R=2R ele (fig. 13.7.a)  Astfel:

Pentru corpul 1 si 2:
v, =V,

V=V }}/(_;_ﬁw ' ’ o, =—-
‘4%5 ) 2} o, =2="2 g = Yo 2R (@)
Qs R r, ' 2R R Y
] vV, = 2

Pentru corpul 3:
V=V = %
, ="
O == == By 4
Fig. 13.7.a ' 2R, R ' 8R 2R o 2V
' 8R
Rezultatele analizei cinematice se trec in tabelul urmator:
Corpul s1 Deplasarea | Viteza Acceleratia | Deplasarea
tipul miscarii virtuala
(1) h Vi aj oh;
Translatie
(2) — ﬂ . = —— £ = a4 o0, = o
Rotatie ® 7R 2R ' 2R 2R
(3) h _hl _Vl _al oh :%
Plan-paralela 3T 4 ViTy Gy T4
h a _oh
(P:s:_l 0, =— 3:_1 ® 8R
8R 8R 8R

Aplicand teorema de variatie a energiei cinetice pentru intregul sistem de

corpuri, sub forma
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dE = dL

(©)

unde energia cinetica totala £ este suma energiilor cinetice ale celor trei corpuri:

E:E] +E2 +E3

E = lMlvl2 = lgvf = 16gvl2
2 2g g
Presupunénd ca cele doua roti sunt omogene, putem scrie:
M R 2 2
E, :l']zmi :l#mi :l§4R2 i _ 22‘,12
2 2 2 22g 4R g @
2 2
B =imyr sl L1060 (116G b v 3G,
2 2 g 16 2 2g 64R 4 g
Prin urmare: E = ggvf = dE = EEalvla?t (e)
g
Lucrul mecanic total al fortelor sistemului, conform fig. 13.7.b, este:
L= L] +L2 +L3
unde: L, =(G, sina)h, =(32Gsina)h,; L,=0; L,=-Gh,=—4Gh
7 Prin urmare:
/_3—4; ~ L=4G(8sino—1)h, @
= N g = dL = 4G (8 sino —1)vdt
y 1 _ Inlocuind in teorema energiei
713 K}z | cinetice (c) expresiile lui dE si dL se
G, obtine acceleratia corpului (1):
A 8(8sina —1)
R Bl o C3 = 7/
o 3 _ 1 g (8)
G 75
_ 5 = Prin integrare succesiva se obtine
Fig. 13.7. viteza v, si respectiv deplasarea h;.

2) Calculul reactiunilor

Se separa corpurile si se Inlocuiesc legaturile cu forte de legatura, fiecare
corp fiind actionat de fortele efective aplicate si de forte de legatura (reactiuni)
si se scriu teoremele generale (teorema impulsului §i a momentului cinetic)

a. Pentru corpul (1)(fig. 13.7.¢)
teorema impulsului se scrie astfel:

G
R —a, =G, sino.— S,
Mlal :Rl - g
0=-G,cosa+ N,
se obtine:

32G

S = ?(1 lsina+8); N,=32Gcosa

S

)
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b. Pentru corpul (2) se scriu atat teorema
impulsului cat si teorema momentului cinetic
in raport cu centrul maselor O, (fig. 13.7.d):
I 0=H, - S§, cosa
M.,a, =R, = .

0=V, -S§,sino—G, -8,

M

H, =S cosa; V,=8sina+G,+S,

c. Pentru corpul (3), se se scriu atat teorema
impulsului cat si teorema momentului cinetic

in raport cu centrul maselor C; (fig. 13.7.e): A
_ S, S’
]‘/[3532133:> {ga3:S2+S3_G3 va3 A

S (m) yh
16G 4R" a 3
Je,=)M 6 >———=(5,-5,)2R =
1€54 z oz g 7 QR (2 3) G
. : 16G ,, . ,
Din prima ecuatie (m) =, =?(4smoc + 37) Fig. 13.7.¢

Observatii: a. Ultima ecuatie din cele doud ecuatii (m) este pentru verificare.

b. Aceastd problema este rezolvatd si in capitolul XIV folosind
principiile mecanicii analitice (problema 14.1.6).

13.8. Se considera sistemul din figura unde marimile R, G, a, sunt cunoscute.

Roata (3) de raza R; coboara pe planul inclinat, rostogolindu-se fara alunecare

(s#0), roata (2) de raza R, se este antrenata prin intermediul unui fir intr-o

miscare de rotatie (fara frecare in lagarul O,), iar corpul (1) se deplazeaza in

sus avand parametrii cinematicii h;, v;, a; (fig. 13.8). Presupunem ca rotile 2 si

3 sunt omogene . Se cere:

1. Sa se determine migcarea sistemului cu ajutorul teoremei energiei cinetice
(parametrii h;, v;, a;);

2. Sa se determine fortele de legatura, prin aplicarea teoremelor generale

Rezolvare

1. Pentru rezolvarea problemei este necesard analiza cinematicd a miscarii,
adicd exprimarea parametriilor cinematici ai corpurilor (2) si (3) in functie de
parametrii cinematici ai corpului (1). Se scriu relatiile de lant cinematic
pentru viteze, iar pentru deplasdri i acceleratii se tine seama de relatiile
diferentiale dintre ele (fig. 13.8.a)
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Gs;=16G
R3:2R

Ry

N

Fig. 13.8

(o)
L\\ﬁ[\

oL
| a

G,=4G
I = R
R2:2R

Pentru corpul 1 si 2:

! vl
®, =—
Vi =V, wzzv—zzv—zzﬂozzh—v—z: > R (a)
r, R, R 2R 5
2 T4V
Pentru corpul 3:
V' v V V; =V,
Vi=v,=2v; o,=——="=D0,="=—"—= (b)
2R, R, 4R 2R o, =—-
2R
Rezultatele analizei cinematice se trec in tabelul urmator:
Corpul si Deplasarea Viteza Acceleratia Deplasarea
tipul migcarii virtuala
(1) hy Vi aj Oh;
Translatie
2 h Sh,
@) . (Pzz_l 0)2:h 82:& 59, =
Rotatie R R R R
3) h,=h, v, =, a. =a, Sh, = 8h
Plan-paralela h v, a, 50 8h,
= — W, =—— E, =— 3
O, 7R TR T, 2R

Aplicand teorema de variatie a energiei cinetice pentru intregul sistem de

corpuri, sub forma:

dE =

dL

(©)

unde energia cinetica totald £ este suma energiilor cinetice ale celor trei
E=F 1 +F 2 +FE 3

corpuri:

1

_2g

14G ,
iYL

2G
g
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2 2
By o LM 414G vt 4G
2 2 2 2 2g R g @
2
£— Loty ey 21166, 1166 4 012G,
2 2 2 g 2 2g 4R g
: G, G
Prin urmare: £ =18—v;, = dE =36—a,v,dt (e)
g g
Lucrul mecanic total al fortelor sistemului, conform fig. 13.8.b, este:
L= L] +L2 +L3
unde:
L =-Gh =-4Gh,
L,=0
ﬁz o L3 = G3 sina, - hs - Mr3(P3
L = G(16sin o— E%Scos ajhl
unde: M ,=sN,
Prin urmare:
L= 4G(4sin o — %cosa - ljh1
5 )
Fig. 13.8.b = dL = 4G(4sinoc - Escosa — ljvldt

Inlocuind in teorema energiei cinetice (3) expresiile lui dE si dL se obtine

acceleratia corpului (1): a, = é(4 sino— % cos oL — lj g (g2)

Prin integrare succesiva se obtine viteza v, si respectiv deplasarea h;.

2) Calculul reactiunilor

Se spera corpurile si se inlocuiesc legdturile cu forte de legatura, fiecare
corp fiind actionat atat de forte efective aplicate (active) cat si de forte de
legatura (reactiuni); se scriu teorema impulsului, respectiv teorema momentului
cinetic, pentru fiecare corp separat:

a. Pentru corpul (1) se scrie teorema impulsului (fig. 13.8.¢):

G _
?al =5, -G, (h) AS
A A
Inlocuind valorile se obtine: a |

S = %(4+ 2sina. —%cos (x) (1) ¥Gi

Fig. 13.8.c
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b. Pentru corpul (2) se scrie atat teorema impulsuluj
cat si teorema momentului cinetic fatd de centrul
maselor O, (fig. 13.8.d):

0=H,-S,cosa

0=V,-8,sina-G, =S, §))

Je,=8,-2R-S,-R

Féacand inlocuirile si calculele se obtine:

S, _AG s ina—S cosa+1 Fig. 13.8.d
3 R (k)

H, =8 coso;, V,=8,sina+G, +§,

c. Pentru corpul (3) se scrie atat teorema impulsului cat si teorema momentului
cinetic fatd de centrul maselor Cs(fig. 13.8.¢):

ia3 =-S5, -1, + G, sina
g
0=N, -G, cosa (k)
Je,==S, - 2R+T,-2R-M ,
i,’
a3
M, =sN, (D
Féacand inlocuirile si calculele se obtine:
N, =16G cosa
M, =16G-s-cosa (m)

Fig. 13.8.¢

3

T. :E(Msinoc +1 licosoc + 1)
9 R

Ultima ecuatie din cele trei ecuatii (k) este pentru verificare.
Observatii:
» Accasta problema este rezolvatd si in capitolul XIV folosind principiile
mecanicii analitice (problema 14.1.7).
» Daca se pune conditia de rostogolire fard alunecare a rotii 3: 7, <uN,,
rezultd valoarea minima a coeficientului de frecare pentru acest caz:
3

w=— sau: u.:iz;
N " N, 36cosa

3

(14sinoc +11%cosa +1j
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PROBLEME PROPUSE
Se considera sistemul de corpuri din figurile 13.9...13.13, in care marimile R,
G, o, i, s sunt cunoscute.
Se cere:
1) Sa se determine migcarea sistemului cu ajutorul teoremei de variatie a
energiei cinetice (parametrii h;, v;, a;);
2) Sa se determine fortele de legatura aplicand teoremele impulsului gsi
momentului cinetic pentru fiecare corp din sistem.

NN\ DR

R2=2R
@ Disc omogen

h;
Vi
G3:80G \ a;
R,=2R )
Disc omogen G \@

Fig. 13.9

Disc omogen @
G=16G
Iy = R
R2:2R

Disc omogen

-G=32G

h;
R3:R

Vi
a1

£

G1=300G
Fig. 13.10
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2 Disc omogen

G2:16G
Iy = R

Fig. 13.11
2 Disc omogen
G,=100G
I = R
R2:3R
G;=20G
R3:2R
Disc omogen 3
| 1
G=10G
s
Fig. 13.12
G;=6G  Disc omogen 3 Disc omogen 2 G,=16G
rn=2R rn=R
Rs=3R = R,=2R
--------------- £3 ] /
L~
77 Yir i/
7
M3, S3
T\ G=50G
T R2=R
Fig. 13.13 17 Disc omogen
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CAPITOLUL X1V

MECANICA ANALITICA

14.1. PRINCIPIUL LUCRULUI MECANIC VIRTUAL
SI PRINCIPIUL LUI D’ ALEMBERT

PROBLEME REZOLVATE

14.1.1. Se considera sistemul de bare articulate din fig. 14.1.1, in capatul barei
AB, actiondnd o forta orizontala P (se neglijeaza frecarea din articulatii)
marimile G;, G, P sunt cunoscute. Se dau: AB=2(, OA=/(. Se cere sa se
gaseasca pozitia de echilibru a sistemului, folosind principiul lucrului mecanic

virtual .
%} Rezolvare
o > Sistemul are doud grade de

Ci(x1,y1)

Fig. 14.1.1

P

libertate, reprezentate prin
unghiurile o; si o, care
definesc totodata si pozitia
de echilibru a sistemului.

In acest caz principuiul
lucrului mecanic virtual (sau
principiul deplasarilor
virtuale) se scrie astfel:

SL=>F&r =0

sau in planul xOy al fortelor:

OL=G,-ox, +G,-dx,+P-0y,=0

unde deplasarile virtuale se scriu:

X, =—cosq, ox, = —ésin o, - 00,

x,=lcoso, +lcosa, = Ox,=—Csina, - 00, —{sina, -da,
v, =lsino, +2lsina., dy, =Lcosa, -da, +2lcosa, -da.,
Inlocuind in relatia (a) si grupand corespunzitor termenii se obtine:

OL = (— G, gsin o, —G,lsina, + Plcos alj&xl +

+(— 2G,lsino., +2Plcosa, )éioc2

(a)

(b)

(©)

Intrucat deplasarile virtuale da; si da, sunt foarte mici, dar nenule, rezulta

ca relatia (¢) este valabila numai daca :
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¢ . :
—GIESZI/[OLI —G,Usina, + Plcosa, =0 @
—2G,lsino, +2Plcoso., =0
Rezolvand acest sistem se obtine pozitia de echilibru ceruta:
tgo, = 2P, tgo, = F (e)
' G +2G,’ G,

14.1.2. Se considera sistemul de bare articulate din fig. 14.1.2, in capatul barei
AB, actiondnd o forta orizontala P (se neglijeaza frecarea din articulatii)
marimile G, Q «a sunt cunoscute. Se dau: OA;= A,A,;=21,. Se cere se determine
marimea fortei I corespunzatoare pozitiei de echilibru a sistemului din fig.
14.1.2, folosind principiul lucrului mecanic virtual .

Rezolvare
Principiul lucrului mecanic virtual
y sau principiul deplasarilor virtuale in
acest caz se scrie astfel:
SL=> F&r =0
sau in plan : (a)
> X.8x, +4Y8y, =0
Coordonatele punctelor de aplicatie
ale fortelor exterioare sunt: A;(x; V),
i=1,2,3,4, iar relatia (a) devine:
Gox, + Foy, + Gox, + Qdx, =0  (b)
Deplasarile virtuale se exprima in functie
Fig. 14.1.2 de datele problemei astfel:
x, ={lcoso Ox, =—/sina - da
v, =2lsino dy, =2l cosa. - da
= : (c)
x, =3lcosa Ox, ==3/sino - da
x,=4lcosa ox, =—4/lsino - da
Introducand aceste deplasari in ecuatia (b) se obtine:
(—Gsinoc+2Fcosoc —3Gsina —4Qsinoc)€80c=0 (d)

Intrucat deplasarea virtuald este foarte micd, dar nenuld, rezultd ca

paranteza trebuie sa fie nula, adica:

F =2(G+ Q)ga

(e)
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14.1.3. Se considera sistemul de bare articulate, incastrate §i rezemate simplu,
asupra caruia actioneazd: o forta concentrata F, un cuplu M, si o forta
distribuita q ca in fig. 14.1.3 (se neglijeaza frecarea din articulatii). Se dau:
AB=2a, BC=4a, CD=3a F=qa, Mozqaz. Se cer reactiunile: V,, My, V; si V,
folosind principiul lucrului mecanic virtual.

} B . s
A ° B
2 S YYYVYVYVYVYVYYY

C
<

2a 2a 2a a

< >
VA \Y% 1

A\

Fig. 14.1.3

Rezolvare

Pentru calculul reactiunilor se suprima legatura corespunzatoare, se
introduce o reactiune necunoscuta, se aplica apoi sistemului o deplasare virtuala
compatibila cu celelalte legaturi si se exprimd lucrul mecanic al celorlalte forte
corespunzator acestei deplasari virtuale, care conform principiului lucrului
mecanic virtual tebuie sd fie nul.

a. Astfel, pentru calculul reactiunii M,, se suprimd legitura corespunzatoare
(incastrarea care impiedica rotirea, inlocuindu-se cu o articulatie). Se aplicd o
deplasare virtuala 66, compatibila cu celelalte legaturi ramase (Fig. 14.1.3.a)
si se inlocuieste efectul fortei distribuite cu dou forte concentrate 2agq.

2aq $5j/2

Ma F
g 7777777 m\‘
NN\
<1 p»
Fig.14.1.3. a
Lucrul mecanic virtual corespunzator acestor deplasari este:
OL=M, -0, —M, 606, —-2aqdy, —2aqdy, + F -8y, =0 (a)

Din fig. 14.1.3.a se observa ca intre deplasarile virtuale existd relatiile:

1950 =1 =50 : 1950, =n - _De L5 .
2a 2a a 2a (b)

980, = 82yc SV b 250

a a a
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care introduse in (a) conduc la: 8L = (MA - M,-2a’q-2a’q+F - a)- 30,=0
de unde rezulti: M,=4a’q ()

b. Pentru calculul reactiunii ¥, se suprimd complet legatura corespunzatoare

(incastrarea) si se aplicd o deplasare virtuald oy, compatibild cu celelalte

legaturi ramase (fig. 14.1.3.b.) luandu-se in considerare si reactiunea M, (ca
un cuplu direct aplicat asupra barei).

J AN FrrryrYYY lF

v R N C _~_ |D
Vi Vig? padpe 2 P B p e N
Fig.14.1.3.b
Lucrul mecanic virtual corespunzator acestei deplasari este:
OL=M, -do—M,-da+V, -0y, =0 (d)

Din fig. 14.1.3.b se observa cd intre cele doua deplasari virtuale existd

relatia: 7gdo = 2 =da, decirelatia (d) devine:
a

8L=(MA M, +VA)'5J’A =0 de unde rezulta: V, =—%qa (e)
a a

c. Pentru calculul reactiunii V;, se suprima legdtura corespunzatoare (reazemul
simplu 1) si se aplica o deplasare virtuala dy; compatibila cu celelalte legaturi
ramase (Fig. 14.1.3.c.)

Lucrul mecanic virtual corespunzator acestei deplasari este:
oL =V, -8y, —2aqdy, —2aqdy, + F -8y, =0 ()

Din fig. 14.1.3.c se observa ca intre cele patru deplasari virtuale exista

relatiile:  #gda = o _ o, _ O = oo, 1gof= P,

2a  3a 4da a a 2a

A ° B

A
%

M

A

a I/a
< > « >«

Fig.14.1.3. ¢
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deci relatia (f) devine: dL = (Vl —2aq %— 2aq + F] Oy, =0

de unde rezulta V, =4qa (8)

d. Pentru calculul reactiunii ¥, se suprima legatura corespunzatoare (reazemul

simplu 2) si se aplica o deplasare virtuala dy, compatibila cu celelalte legaturi
ramase (Fig. 14.1.3.d.)

F

2q

PO A
ﬁ<a><a4< 2SN L 5;( Vo s oD
<« »let

a a
Fig.14.1.3.d

>« > < >

Lucrul mecanic virtual corespunzator acestei deplasari este:
0L =—-2aq -0y, +V, -0y, —F -0y, =0 (h)
Din fig. 14.1.3.d se observa ca intre cele trei deplasdri virtuale exista

relatiile: tgda = W _ % _ =~ da, deci relatia (h) devine:
a 2a 3a

SL :(_ 2qa %+V1 -F %)-Syz =0 de unde rezulta: V, :%qa (1)

14.1.4. Se considera sistemul de bare articulate si rezemate simplu, asupra
caruia actioneaza trei forte concentrate ca in fig. 14.1.4 (se neglijeaza frecarea
din articulatii). Se dau: AC=7a, CE=8a. Se cer reactiunile: V,, Hy, Vg si Vp
folosind principiul lucrului mecanic virtual.

F
2F 3F
A C
Hy v ° v D"
E
2a a 4a 3a 3a 2a
<4—P <« < >«
VA B VD

Fig.14.1.4
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Rezolvare

Se suprima legatura corespunzatoare, se introduce reactiunea necunoscuta

si se aplica apoi sistemului o deplasare virtuala compatibild cu celelalte legaturi,
in functie de care se exprimd lucrul mecanic al celorlalte forte (care conform
principiului lucrului mecanic virtual tebuie sa fie nul).

3Fsina
F 2F
Hya A B C D E ] 3Fcosa
G >
AN
>\5XA > SXA
Fig.14.1.4.

a. Pentru a determina reactiunea H, se suprima legatura corespunzatoare din A

(din articulatie devine reazem) si se aplica sistemului o deplasare virtuala ox,
compatibild cu legaturile ramase (fig. 14.1.4.a) Lucrul mecanic al fortelor cu
deplasarea vitualaox, se scrie:

SL=(H,+3Fcosa)-8x,=0
= H ,=-3Fcosa

Fig.14.14.b

Pentru a determina reactiunea V), se suprima complet legdtura
corespunzatoare din A si se aplicd sistemului o deplasare virtuald oy,
compatibild cu legaturile ramase (fig. 14.1.4.b) Lucrul mecanic virtual al
fortelor cu deplasarile vituale corespunzatoare se scrie:

L=V, -8y, —F -0y, +2F -6y, —3F sina.- 0y, =0 (b)

Din fig. 14.1.4.b se observd cad intre cele patru deplasari virtuale exista

relatiile: fg8p =24 = _ Ve L5050 Ve Ve L 50

3a a 4a 3a  2a 6a
deci relatia (b) devine:

5L=(VA —F%+2F%—3Fsina-gj.5yA 0=V, _dsina -3

(o)
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2F
3Fsina

3Fcosa

oy1 dyB
A \/

Vs
2a a 4a
<4—Pp <

c. Pentru a determina reactiunea Vp se suprimda complet legdtura
corespunzdtoare din B si se aplica sistemului o deplasare virtuala odyg

compatibild cu legéturile rdmase (fig. 14.1.4.c) Lucrul mecanic virtual al
fortelor cu deplasarile vituale corespunzatoare se scrie:

\ 4

Fig.14.1.4. c

dL=V, -8y, —F -8y, —2F -8y, +3F sina. -6y, =0 (d)

Din fig. 14.4.c se observa cd intre cele patru deplasari virtuale exista relatiile:
oy, _ 0y, _ 0y oy, _ %y, _ oy

1gdp=—"=—1=—-C=3p, 1gd0=—"2=—""~L=—5=30,

o0 3a 2a Ta * 18 3a  2a 6ba

deci relatia (d) devine:

6L=(VB —F~z—2F-z+3Fsinoc-zj-8yB _0mp, 2T )
3 6 9 3
3Fsina
3Fcosa
F
A B \
. v Q 5y
2a aN\\\\ 45
D o =

Fig.14.1.4.

d. Pentru a determina reactiunea Vp se suprimd complet legdtura
corespunzatoare din D si se aplica sistemului o deplasare virtualda oyp
compatibild cu legaturile rdmase (fig. 14.1.4.d) Lucrul mecanic virtual al
fortelor cu deplasdrile vituale corespunzatoare se scrie:

OL=V, -0y, —2F -0y, =3F sina.-dy, =0 ()

Din fig. 14.4.d se observa ca intre cele patru deplasari virtuale exista relatiile:
oy, _ %y, _ oy

1gdp=—"=—L=—£=3

500 3a 6a 8a i

6L:(VD —2F-%—3Fsina-%j-6y]) =0 =V, =(1+4sina)F (g)

; , deci relatia (f) devine:
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14.1.5. Se considera sistemul format dintr-un troliu de raze R §i r, de greutate
G; pe circumferintele troliului fiind infasurate doua fire inextensibile de care
sunt prinse doua greutati G; si G, (fig. 14.1.5). Presupunem ca troliul este
omogen de raza R si ca se neglijeaza frecarile. Sistemul este lasat liber plecand
din repaus . Se cere legea de miscare a sistemului si tensiunile din cele doua
fire folosind principiile lucrului mecanic virtual §i al lui D’Alembert.

Rezolvare

Acestd problema a fost rezolvata la capitolul
anterior folosind teoremele generale ale dinamicii:

teorema de wvariatie a energiel

cinetice

teoremele impulsului §1 momentului cinetic.

si

Aici se vor folosi principiul lucrului mecanic
virtual pentru determinarea miscarii si principiul
lui D’Alembert pentru determinarea tensiunilor

din fire.

Se face o analiza cinematica a miscarii celor
doud corpuri ale sistemului (2 st 3) in functie de
miscarea corpului 1, conform tabelului de mai jos.

Corpul si Deplasarea | Viteza Acceleratia | Deplasarea

tipul miscarii virtuala

(1) h; Vi aj oOh;

Translatie

@ L N e I T

Translatie R R R R

3) h v, a, Sh,
=— 0, =— E =— 8 = —

Rotatie s R ' R UOR =5

Principiul lucrului mecanic virtual postuleaza ca lucrul mecanic al tuturor
fortelor (direct aplicate, de legatura si de inertie) pentru toate cele trei corpuri ale

sistemului, este nul: 8L =3L, + 8L, + 6L, =0 (a)
unde (vezi si figurile 14.1.5.a,b,¢):
oL, = (Gl -k, ) oh,; 8L, = (_ G, -F, ) oh,; 8L, =—-M,;-5¢, (b)
Fortele si cuplurile de inertie au modulele (fig. 14.5.b):
GR  GR
Fll:ial’. Flzzﬂazzﬂial; M13:J383: : 3= : a, (C)
g g g R 2g 2g
S-a considerat ca discul 3 este omogen de razd R si masd G3/g atunci
o : R’
momentul de inertie se scrie: J, = G23 .
g

Cu aceste precizari relatia (a) se scrie:
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SLZ(GI—F“)'Shl+(—G2—F12)'6h2—M13-6(p3=0 sau .

8L=[G1 —ﬁal)é}hl +(— G, —iﬁalji.ghl _ GSRal .%:0
R R

g g R 2g
2
Rezultd - 8L = (G,—1<gj— G G 9 sh =0 (d)
R g g R 2¢g
(52
. . R
Se obtine acceleratia: a, = (e)

1 2 g
G, +’”2G2+G3
R 2

Pentru determinarea fortelor de legatura prin aplicarea principiului lui
d’Alembert se separd fiecare corp si se introduc atat fortele direct aplicate si de
legatura, cat si fortele/cuplurile de inertie si se scriu ecuatiile de “echilibru
dinamic”: 3 (F*+F* +F)=0; Y(M*+M" +M,)=0;, (aceasta metoda se
mai numeste metoda cinetostatica). =

Fn
a. Pentru corpul (1) (fig. 14.1.5.a): S| !
-G, +5,+F, =0 (f) o i
unde F; are expresia dati de (c). Inlocuind se obtine: G, v
S, = Gl(l — &) (2) Fig. 14.1.5.a
g
b. Pentru corpul (2) (fig. 14.1.5.b): S, A
(-G, +8,-F,=0 (h) @) ﬁ
unde F); are expresia datd de (¢). Inlocuind se obtine: %iz |
S, = G{l + %%) @) Fi;14.1.5.b
c. Pentru corpul (3) (fig. 14.1.5.¢):
0=H,
0=V,-G,-S,-5, G
S-R-S, - r-M,, =0
unde M), are expresia data de (¢)
Facand inlocuirile si calculele se obtine: | 2L — |>

Fig. 1;4.1.5.
m:@@—ﬂj+@@+ﬂlJ+q (k) g -
g g R
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Observatie:

Ultima relatie (j) este o relatie de verificare, intrucat in aceasta toate
marimile sunt cunoscute. Daca nu se aplicd principiul lucrului mecanic virtual,
atunci relatiile obtinute prin separarea corpurilor si aplicarea principiului lui
D’Alembert sunt suficiente pentru determinarea miscarii si a fortelor de legatura
ale sistemului.

14.1.6. Se considerda sistemul de corpuri din figura unde marimile R, G, o, sunt
cunoscute. Corpul (1) coboara pe planul inclinat (se neglijeaza frecarea de
alunecare), avand parametrii cinematicii: h;, v;, a;; corpul (2) este antrenat
prin intermediul unui fir intr-o miscare de rotatie (fara frecare in lagarul O,),
iar corpul (3) se deplazeaza intr-o migcare plan-paralela (fig. 14.1.6) Se cere:

1) Accleleratia sistemului aplicand principiul lucrului mecanic virtual,;

2) Sa se determine fortele de legatura, aplicand principiul lui d’Alembert

Q) G=8G

n=R ., 1. Pentru rez?lvarga probleme}
R,=2R este necesara analiza cinematica
a miscarii, adicd exprimarea
parametriilor ~ cinematici  ai
corpurilor (2) si (3) in functie de
parametrii cinematici ai corpului
(1). Se scriu relatiile de lant
cinematic pentru viteze, iar
pentru deplasari si acceleratii se
tine seama de  relatiile
diferentiale dintre ele (fig.
14.1.6.a)

Rezolvare

————

O & B
Gs;=16G
Fig. 14.1.6 R,=2R

Pentru corpul 1 s1 2:
v, Vv v, Vv ®. = ;
0,="=2o0="="=
2 rZ 2R R ! vl (a)
Vi, =—
2
v, =V,
Pentru corpul 3
vl
/ Vy=—
SR S VR R O3 4
3 - 3 -
2R, R, 8R 2R o, v (b)
8R
Fig. 14.1.6. v
v’3 = v’2: -1
2
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Rezultatele analizei cinematice se trec in tabelul urmator:

Corpul si Deplasarea Viteza Acceleratia | Deplasarea
tipul migcarii virtualad
(1) h V) a Oh;
Translatie
(2) — hl _" — a, R :%
Rotatie Tk | Tk | 2T "R
3) _h _V _q Sh _oh
Plan-paralela hy = 4 ity =y T4
“h | aw | Lia
P 73R 73R 73R 50, 222

Principiul lucrului mecanic virtual postuleaza ca lucrul mecanic al tuturor
fortelor: direct aplicate, de legatura si de inertie pentru toate cele trei corpuri ale
sistemului, este nul:

OL=08L, +dL, +0L, =0 (c)
unde:
L, =(G, sina.—F,)-&h,
0L, =—=M, - 59, (d) /4
8L3 :(_G3 _Fls)'6h3 -M,, '6(P3
Fortele si cuplurile de inertie
au modulele (fig. 14.1.6.b):
El :ﬁal = 32G al
) (f R> 8GR pa
M,=Jg, = : 282: a, ] 5
2g g (o >
G 4G E,
g :?“3 = Fig. 14166 ¥
G.R: 4GR
M, =Jg = X 383: ¢ a
2g g

Daca se exprimad si deplasarile virtuale 0@, , oh;, Oo@; in functie de oh;
expresia (c) devine:
SL:(GI Sina_Fn)'Shl _MIZ '6([)2 +(_ G3 _F13)'6h3 _M13 '6(P3 =0
1 1

. 1
8L:{Glsma—F,1 -M,, -ﬁ+(—G3 —FB)-Z—MB -ﬁ]éihl =0

)]

Inlocuind in (f) valorile fortelor/cuplurilor de inertie date de relatiile (e) si
valorile deplasarilor viruale din tabel se obtine:
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4(8sina —1)—£a1 -8h, =0
2g
- 8(8sino—1)
T s g

2. Pentru determinarea fortelor de legdturd prin aplicarea principiului lui

d’Alembert se separd fiecare corp si se introduc atat fortele direct aplicate si

de legaturd, cat si fortele/cuplurile de inertie si se scriu ecuatiile de

“echilibru dinamic”: 3 (F* + F'“ + F,)=0; Y.(M*+M" +M,)=0; Acecasti
metoda se mai numeste metoda cinetostatica.

(2)

a. Pentru corpul (1) (fig. 14.1.6.¢):
-G, sino+S,+F, =0
(2)
—G,cosa.+N,=0

unde F7; are expresia data de (e)

Inlocuind valorile se obtine:

S, :ﬁ(nsinms)
75

(h)

N, =32Gcosa

b. Pentru corpul (2) (fig. 14.1.6.d):
0=H,-S, cosa
0=V,-8,sina—-G, -85, (1)
S -2R-S,-R-M,, =0

unde M, are expresia data de (e)
Facand inlocuirile rezulta:

S, :6;‘—5G(3sina +9)

)

H, =8 cosa;, V,=8§ sinoa+G,+S,

c. Pentru corpul (3) (fig. 14.1.6.e): T~
S2+Ss_G3_FJ3:O S_z — f

(k) S; a3
S,-2R-S,-2R-M,, =0 o '

unde F; s1 Mj; au expresiile date de (e)

Féacand inlocuirile si calculele se obtine:

_16(4sina +37)G |
S 75 M Fig. 14.1.6.¢

S
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14.1.7. Se considera sistemul de corpuri din figura unde marimile R, G, «, sunt
cunoscute. Roata (3) coboara pe planul inclinat, rostogolindu-se fara alunecare
roata (2) este antrenata intr-o miscare de rotatie (fara frecare in Q,), iar corpul
(1) se deplazeaza in sus avand parametrii cinematicii: h;, v;, a;; (fig. 14.1.7) .

Se cere sa se determine

1) acceleratia sistemului aplicand principiul lucrului mecanic virtual;

2) fortele de legatura, aplicand principiul lui d’Alembert

3) valoarea minima a coeficientului de fecare ca corpul (3) sa nu alunece.

Gs=16G
R;=2R

Y
&/ @/D‘h

/@ G1=4G

Rezolvare

corpurilor (2) si (3)

ele (fig. 14.1.7.a)
Pentru corpul 1 si 2:

1)  Pentru rezolvarea problemei este
necesara analiza cinematica a miscarii, sau
exprimarea parametriilor cinematici

al

in functie de
parametrii cinematici ai corpului (1). Se
scriu relatiille de lant cinematic pentru
viteze, iar pentru deplasari si acceleratii se
tine seama de relatiile diferentiale dintre

Fig. 14.1.7
' [ ®. = vl
v,V v, v =—
0,="2="2=="=—2 > R
R, 1 R 2R ,
v =2y,
v, =V,
Pentru corpul 3
' ' Vi =V
v 3 V3 v3 v3
0, = =2 e=—=—= v
2R, R, 4R 2R o, =—- (a)
2R
Vi=v =2y
Fig.14.1.7.a Rezultatele analizei cinematice
Corpul si Deplasarea Viteza Acceleratia | Deplasarea
tipul migcarii virtualad
(1) Translatie hy 7 aj oh;
2) Rotatie h v a oh,
() , (Pzz_l 0)2:_l 82:_1 8¢, =—~
R R R R
3) h,=h, v, =V, a,=a, Sh, = 8h,
Plan-paralela o - h v L_a 3 3232
' 2R © 2R ' 2R
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Principiul lucrului mecanic virtual postuleaza cd lucrul mecanic al tuturor
fortelor (direct aplicate, de legatura si de inertie) pentru toate cele trei corpuri ale
sistemului, este nul:

0L =38L, +dL, +dL, =0 (b)
unde:
6Ll = (_ Gl - F11 ) Shl , 6Lz = _MIZ ) 6(P2 (C)
8[’3 :(_ G3 sino _F13)'8h3 +(_M13 _Mr3)'6(P3
Fortele si cuplurile de inertie
au modulele:
Fll = ial = Eal
g g
2
M[2 = "]282 = G22R2 82 = 8GR al
g g
(d)
G, 16G
F13 =—dy=—4aq
g g
G.R:
M13 :JSSS = — 83 = 16GR al
2g g
Fig. 14.1.7.b
Daca se exprima si deplasarile

virtuale o@,, oh;, op; in functie de oh; expresia (b) devine:
oL :(Gl _Fll)'8h1 _MIZ '8(P2 +(_ G3 Sil’lOL—Fn)'ShS _(M13 +Mr3)'8(p3 =0

1

1 ) (®")
oL = Gl _Fn +M12 'E+(_G3Slna_F}3)_(M13 +Mr3)-ﬁ 8h1 =0

Inlocuind in (d) valorile fortelor/cuplurilor de inertie date de relatiile (d)
se obtine:

{451’710( —gcosoc —1—%]8@ =0
R g
(e)
(4sinoc —igcosa — lj
=a, =
9 g

2) Pentru determinarea fortelor de legaturd prin aplicarea principiului lui
d’Alembert se separd fiecare corp si se introduc atat fortele direct aplicate si de
legatura, cat si fortele/cuplurile de inertie si se scriu ecuatiile de “echilibru
dinamic”: 3 (F*+F* +F)=0; S(M*+M"“ +M,)=0;
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a. Pentru corpul (1) (fig. 14.1.7.¢): IX
_G1+S1_F11:O (f) S_1
unde F;; are expresia (d). Inlocuind se obtine: A
a i
S = §(4 + 2sina - cos ocj (2) | vG,
9 R _
Fry
b. Pentru corpul (2) (fig. 14.1.7.d): v
0=H,-S§,cosa
0=V, -8,sina—-G, - S, (h)

S,-2R-S,-R-M, =0
unde M, are expresia (d)
Féacand inlocuirile si calculele se obtine:
S, zﬁ(Zsinoc—icosoc+lj _
3 R (1)
H,=8,coso, V,=8,sina+ G, + S,
c. Pentru corpul (3) (fig. 14.1.7.¢):
-8, -T,+G,sina—F,,=0
N, -G,cosa=0 6))
-8, 2R+T,-2R-M,,— M, =0

M, =sN; T<uN, )

unde FJ; s1 Mj; au expresiile (d)
Facand inlocuirile si calculele se obtine:

N, =16Gcosa

Fig. 14.1.7.e

I, = E(14sinoc +115coso + 1)
9 R

Ultima ecuatie din cele trei ecuatii (k) este pentru verificare.

. o T, T,
3) Din conditia p>— = p =—= I
N, N, 36cosa

3

(14sinoc +1 %cosa + 1j (D)

14.1.8. Se considera sistemul din figura format din doua corpuri: o prisma de
greutate G, si unghiul o si un corp de greutate G,, care aluneca liber pe prisma.
Se neglijaza frecarea dintre cele doua corpuri, ca §i frecarea dintre prisma §i
suprafata orizontala. (fig. 14.1.8) . Se cere sa se determine acceleratiile celor
doua corpuri precum si fortele de legatura, aplicand principiul lui d’Alembert .
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Rezolvare
Xa /\ Problema avand doud grade de
// libertate, se pot alege doi parametrii

independenti x; $1 X,, cu ajutorul carora se

determind pozitia sistemului la un

G moment  dat.  Acceleratiile  sunt:

a, =X, a,=X%,, 1ar cele doua corpuri
O \\a 1G1 efectueaza miscari de translatie.

{ : Se introduc fortele de inertie ce
‘ Xl ++ actioneaza asupra celor doud corpuri in

Fig. 14.1.8 centrele lor de masa, avand marimile:

F! =ia - F :ia " F :ia (a)
g

11 1’ 12 1’ 12 2

g

si sensurile date 1n fig. 14.1.8.a,b (opuse acceleratiilor).

Corpul 1 N Corpul 2

Fig. 14.1.8.a Fig. 14.1.8.b

Pentru corpul 2 acceleratia a; are rol de acceleratie de transport, iar a, de
acceleratie relativa; astfel se justifica expresiile fortelor de inertie F;, si F..

Aplicand principiul lui d’Alembert, se scriu ecuatiile de echilibru
cinetostatic. Se observa ca sunt suficiente doar ecuatiile de proiectii, obtinandu-
se respectiv:

G
N, sina——a, =0

Pentru corpul 1: g (b)
N, -G, —N,cosa=0
ia2 —ia1 coso.— G, sina=0
Pentru corpul 2: & & G (©)
N, -G,cosa——>a,sina.=0
g
g G, sin2a g (G1 + G, )sina, .
, ' 2(G +G, sin’ oc)g’ * (G, + G, sin? oc)g’
Se obtine: 1 ’ 1 ’ (d)
N = G,G,cosa. N =G + G,G,cos’ o
’ (G1 +G,sinfa) ) (G1 +G,sin*a)
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14.2. ECUATIILE LUI LAGRANGE

PROBLEME REZOLVATE

14.2.1. Se considera sistemul din figura format din doua corpuri: o prisma de
greutate G; §i unghiul o §i un corp de greutate G, care se deplaseaza pe
prisma. Se neglijaza frecarea dintre cele doua corpuri, ca si frecarea dintre
prisma si suprafata orizontala. (fig. 14.2.1.a) . Se cere sa se determine legea de
miscare a sistemului, folosind ecuatiile lui Lagrange.

Ay 4
Ve h
. v >
O X
Fig. 14.2.1.a Fig. 14.2.1.b
Rezolvare

Problema avand doud grade de libertate, se pot alege drept coordonate
generalizate parametrii liniari g; $i ¢, cu ajutorul cdrora se determind pozitia
sistemului la un moment dat. Energia cinetica a sistemului se scrie:

G G
E=E +E,=—"¢4 +—2v] (a)
2g - 2g
unde cu v, am notat viteza absoluta a corpului de greutate G..

Pentru determinarea vitezei v, se pot folosi doud metode:

a. Metoda analitica

Se noteaza cu (x, y;) coordonatele centrului de greutate al corpului 2 in
raport cu sistemul Oxy ales (fig. 14.2.1.b). Se poate scrie relatia vitezelor
astfel:

2 2 .2
vz _xz +y2

unde :

X, =4, —q,co5Q X, =g, —q,cosa
=

v, =h—gq,sina v, =—¢, sina

Prin urmare: v = (¢, — ¢, cosa) + (¢, sina)’ = ¢’ — 24,4, coso. + ¢ (b)
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b. Metoda grafo-analitica

Din fig. 14.2.1.b se poate observa cd viteza corpului 2 se obtine prin
compunerea vectoriald a celor doud viteze: v, =v, +v,. Prin urmare avem:

v =V +v +2v v, cos(n—a)= ¢ +4. —2¢,q, cosa (b*)
deci s-a obtinut aceasi expresia pentru viteza corpului 2.

Prin urmare energia cinetica a sistemului se scrie:

G, G, .
E:_% +_((]1 +q2 2%‘]2 COSOL) (c)
g 2
Derivatele partiale din ecuatiile lui Lagrange se scriu:
OFE OFE
a " ag
ql qZ (d)
oE G, +G,. G,. oE G, .
— = 4, ——2q,cos0; ——=—2(g, — 4, cosa)
4, g g oG,

Calculul fortelor generalizate Q; si O, se poate face in doua moduri:
a. cu ajutorul lucrului mecanic virtual, considerand pe rand parametrii q; §i g
variabili:

(SL )q var : (6L )q2 var = G2 8q2 Sin a’.
oL oL
~0 - ( )ql w0 Q= (BL), _ G, sina (e)
8¢, 69,

b. cu ajutorul functiei de forta, care in acest caz are forma:
2 h )
U=>Ymgy, =-G, 3 G,(h—q,sina.)
i=l
unde s-a tinut seama de sensul fortelor fata de axele sistemului Oxy. Deci:
0-%Y_0; 0,-Y -G sina ()
o, aq,

Ecuatiile lui Lagrange :

o)y afm) o,

dt\ 0q,) 0q, di\oq,) oq,
conduc la sietmul de ecuatii:
G +aG, .

——2§,cosa=0

Q)

—2(g, — g, cosa)=G, sina

Rezolvand sistemul se obtine acelasi rezultat cu cel obtinut prin aplicarea
principiului lui d’Alembert :
G, sin2a . (G1 + G, )sinoc

== 26 16 sira)® TTETG G sin )

(2
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14.2.2. Se considera sistemul din figura format din trei corpuri, aflate respectiv
in miscarile de translatie, rotatie §i plan-paralela , aviand masele m;, m,, mjs §i
razele R, si R; cunoscute, ca in fig. 14.2.2. Sensul de migcare al celor trei
corpuri este indicat in figura. Se presupune ca firele nu aluneca pe discuri §i se
neglijeaza frecarile din lagare. Se cere: Sa se determine migcarea sistemului cu
ajutorul ecuatiilor lui Lagrange (parametrii h;, v;, a;),

Rezolvare
Pentru rezolvarea problemei se face
:; . o . . o . o e . .
2 s - o analiza cinematica a miscarii sistemului
o o R, care are doud grade de libertate: se
2

noteazd cei doi parametri care definesc
miscarea cu ¢; si g, (fig.14.2.2.a). Notand
Al=x, relatiille de lant cinematic pentru
viteze sunt:

0,="" o=

: x R, +x

q.l . i_ 42 (a)

De unde se obtine:

Fig. 14.2.2.a [N U/ PR k! (b)
. N 3
q, — 4, R3
Energiile cinetice ale celor trei
corpuri sunt:
1 1
E, :§m1V12 _Emﬂlz
1 m, .
Ez = EJz(Oi TZ%Z
(c)
E,=—my; +5J3c0§
| 1 . Y
E3 = Em3q22 + Zm3 (qz -4, )
Fig. 14.2.2.b
Energia cinetica totala este:
1 .« D 3 .2 1 . .
E=E +E +E, :Z(zml +m, +m, )q, +Zm3q2 _Em3q1 q, (d)
Derivatele partiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel:
OFE OFE
—=0; —=0 (e)

oq, aq,
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OE 1 .1 d(oE )| 1 .1
57%25(2]%1 +m, +mz)Q1 _Emsqz :a’t(&']lj:2(2ml +m, +m2)q1 _Emsqz (f)
aE :§m3q'2 _1m3é]1 31 6E :§m3qz _*m:s%

og, 2 2 di\oq, ) 2 2

Fortele generalizate Q; si O, se calculeazd variind succesiv parametrul
corespunzator (q; respectiv ¢,) si fixandu-1 pe celdlalt, (vezi fig. 14.2.2.b) adica:

(6L )ql var (SL )q7 var
Ql === ~-—mg; Qz = —=mg (g)
5, 09,
Inlocuind in ecuatiile lui Lagrange :
d(OE )| OF d| OE OF
| =9 =0 (h)
dt\ 0q, ) 0q, dt\oq, ) 0q,

se obtine sistemul de ecuatii algebrice:
{(27”1 +m, +m, )% —-m,g, =-2mg

—-m,g, +3m,q, =2m.g
Rezolvand acest sistem se gasesc acceleratiile generalizate ¢, si ¢,

Metoda a Ila

Problema poate fi rezolvatd considerand drept coordonate generalizate
unghiurile de rotatie ale celor doud discuri aflate in miscare de rotatie, respectiv
plan-paraleld : €, si 6. De asemenea se modifica notatiile: se noteaza cu R; si
m; discul de raza R, si masa m,, cu R, si m, discul de raza R; si masa m; si cu
m; corpul de masa m; ca in fig. 14.2.2.c

(1) Ly
m; ly ®\'I//

O

O,
77/
Y2 7a Vi
v

V3 62

mj

I N\ Af G

E
vi=V
1=V Vs

Fig. 14.2.2.c Fig. 14.2.2.d

Din analiza cinematica a miscarii (conform fig 14.2.2.d) se obtine:

!

v,=v,=R0, si vz:IC2~92:(IA+R2)-62:(‘(;—2+R2J-92:R1-91+R2-92 @)

2
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Deci energia cinetica totala a sistemului se scrie:

E=E +E,+E, =%m RO’ +%m2(R16] +R6,) +im RO +Lm RO’ 6)

177171 27272 4 377
Derivatele partiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel:
a_E:(),- 6_E20 k)
00, 00,
—=|—+m, [R'0, +mR\RO,+R0, |=>—| — |= —+m, RO, +m,R (RO, +R0
%1 (2 m3j 11 m2 I(Rl 1 RZ 2) dt(%lj (2 m}j 11 m2 1( 171 RZ 2)
—= RO, +RO, +——20 =>—|—=|= RO, +RO, +——=0
5.~ "RARD + RO, 20, dt(aezjmz&(l,&z) 0,

Fortele generalizate Q; si Q, se calculeazd variind succesiv parametrul
corespunzator (6, respectiv ;) si fixandu-1 pe celalalt, (vezi fig. 14.2.2.d) adica:

(5L)e, w _ M,8R 88, —m,gR 50

= 1 :R _
% =30, 50, glm.=m) "
(3L), m,gR,80,
= 2 var = = R m
0, 50. 50, &M,
Inlocuind in ecuatiile lui Lagrange :
dfee) ek, dfeE) e _,
dt\ o6, ) o0, dar\ 08, ) o0, =7
se obtine sistemul de ecuatii algebrice:
m, i, . .
(2 +m3jR1 e1 +m2R1(R191 +Rzez ):R1g(m2 _mz)
R (m)
mR, (Rlel +R,0, )+ 22 0,=R.gm,

de unde rezulta acceleratiile unghiulare 8, si 8, (care sunt constante).

14.2.3. Se considera sistemul din figura unde marimile R, G, o, sunt cunoscute
format din trei corpuri, dupa cum urmeaza(fig. 14.2.3.a):

Corpul (1) de greutate G; = 8G, coboara pe planul inclinat cu unghiul «, fara
frecare ;

Corpul (2) de greutate G, = 8G si raza R, = R este antrenat intr-o migcare de
rotatie (se neglijeaza de asemenea frecarea in lagarul O,)

Corpul (3) de greutate G; = 64G si raza R; = 2R se deplazeaza in jos avand o
miscare plan-paralela.

Se cere:

Sa se determine miscarea sistemului cu ajutorul ecuatiilor lui Lagrange
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U

Fig. 14.23.a d,

Fig. 1423

Rezolvare

Pentru rezolvarea problemei se face o analizd cinematica a miscarii
sistemului care are doud grade de libertate: se noteazd cei doi parametri care
definesc miscarea cu ¢g; si g, (fig.14.2.3.b). Notand A/=x, relatiile de lant
cinematic pentru viteze sunt:

0, = % X = 21iq1
/ . — CIz. %. (a)
b 4 o = 4= 4
' x 2R+x 2R
Energiile cinetice ale celor trei corpuri sunt:
1 4G
1= _M1v12 = ?%2
1 2G 2G ®)
E,=—J,0,=""—¢., unde J,="—R’
2 g g
1 1 16G

E3 :§M3V32 +EJ3(D§ = g (qlz + 3q22 - 26}142)
Energia cinetica totald este suma energiilor cinetice ale celor trei corpuri:

2
E=E +E+E =?G(1 17 + 2447 —164,, ) ©)

Derivatele partiale ale energiei cinetice totale sunt:

O _, . E_,
oq, 0q,

0E 2G, .. . d(oE\ 4G, .. .
a—.z—(22q1—16q2) :—(—.jz—(llql—fﬂqz) (d)
g9, g dt\ 0q, g

oq, g dt\ oq,
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Fortele generalizate Q; si O, se calculeazd variind succesiv parametrul
corespunzator (q; respectiv q,) si fixandu-1 pe celalalt, (vezi fig.14.2.3.c) adica:

oL oL

— 64G e
172 8q, ©

Inlocuind relatiile (d) si (e) in ecuatiile lui Lagrange :

d(6E) ©E d(oE) OF
T :Q1; .| T :Qz
dt\oq, ) 0q, dt\0q,) 0q,

obtinem urmatorul sistem de ecuatii algebrice:

{1 1?’1 —8?’2 =-2gsina 0
—-q,+ 3q2 = 2g
Rezolvand acest sistem rezulta
acceleratiile generalizate
2
g, = —g(8 —3sin oc);
25
Fig. 14.2.3.c (8)

4, :i—i(ll—sina)

Integrand succesiv de doud ori in raport cu timpul, se obtin vitezele
generalizate (q'1 si g, ), respectiv deplasarile generalizate (q; si q,):

qlzi—i(8—3sinoc)t+(]1; qzzi—‘g(ll—sina)t+C2 (h)
0, =56 -3sina) + C 1+ Ci g =S (1 -sina)* + Co+C, ()

Constantele C; ... C, se obtin din conditiile initiale ale problemei.

14.2.4. Se considera sistemul din figura 14.2.4.a format din trei corpuri unde
marimile R, G, o, sunt cunoscute:

Corpul (1) de greutate G;=200G coboara vertical;

Corpul (2) de greutate G, = 8G si raza R, = 2R este antrenat intr-o miscare de
rotatie (fara frecare in lagarul O,)

Corpul (3) de greutate G; = 16G si raza R; = R coboara pe planul inclinat cu
unghiul o (rostogolindu-se si alunecand simultan,cu s=0, pu=0) intr-o miscare
plan-paralela.

Se cere: Sa se determine migcarea sistemului cu ajutorul ecuatiilor lui Lagrange
(parametrii h;, v;, a;),
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R
kiy] R,=2R

,,,,,, o Lo

Fig. 14.2.4.2

G;=16G

Fig. 14.2.4.b

Rezolvare

Pentru rezolvarea problemei se face
o analiza cinematicd a miscarii sistemului
care are doua grade de libertate: se
noteazd cei doi parametri care definesc
miscarea cu ¢; si g, (fig.14.2.4.a). Notand
Al=x, relatiile de lant cinematic pentru
viteze sunt:

g, 49 _ 4
0, = —" W, =—= a
' 2R x R-x @)
De unde se obtine:
. y
y= Rt G 0t (b)
4, +4, R

Energiile cinetice de fiecare corp se scriu
astfel:

100

E =My =
2

E.= )0t =20

1

1
E3 :EMav; +§J2Q)§ (C)

4G . . L
E, =?(3q12 +24,4, +42)

2G . L
=>E=?(57q12 +44,4, +42)

Derivatele energiei cinetice totale

Fig. 14.2.4.c

se scriu astfel:
OE

ey §
oq,

:»i(aE}ﬁ(swl +24,)
g

(d)
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Fortele generalizate Q; si O, se calculeazd variind succesiv parametrul
corespunzator (q; respectiv ¢) si fixandu-1 pe celdlalt, (vezi fig. 14.2.4.c) adica:

(SL) var (SL) var . .
Q =—""=G =200G;, Q,=—""=G,sino=16Gsina. (e)
54, 69,
Inlocuind in ecuatiile lui Lagrange :
d(OE) OF d( o0E )| OE
A l-==0r S |-=0. (0
dt\ 0q,) 0q, dt\ 0q,) 0q,

se obtine sistemul algebric de ecuatii:

57q, +2G, =50g
L . (2)

2§, +q, =4gsina

. (25-4sina)

ql = 27 g:

cu solutiile: (h)

. (114sina—50)

9, 27 g

Integrand succesiv de doud ori in raport cu timpul, se obtin vitezele
generalizate (¢, si ¢,)

. _ (25 -4sina) ;

+C
4, 27 g i 0
. (114sina - 50)
q, = 27 gt +C,
respectiv deplasarile generalizate (q; si ¢,):
g = (25 —4smoc)gt2 LCi+C,
> ()
(114sina.—50) ,
q, = ” gt +C,t+C,

Constantele C; ... C, se obtin din conditiile initiale ale problemei.

14.2.5. Se considerd sistemul format din trei corpuri de greutati G, G, Gj; §i
doi scripeti de masa neglijabila, unul fix de raza R; si unul mobil de raza R,.
Sistemul este legat cu ajutorul unor fire flexibile si inextensibile, care se
imfasoara la periferia rotilor ca in figura 14.2.5.a. Se cere: Sa se determine
legea de migcare a sistemului cu ajutorul ecuatiilor lui Lagrange

Rezolvare

Metoda |

Problema are doua grade de libertate: se noteazd cei doi parametri care
definesc miscarea cu g; si g, (fig.14.2.5.a).
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Greutatile Gy, Gy, si G; au respectiv

>\R1 ordonatele:
D%

2

X’ Yi=q1
y2=hi+q,=L-7R;-q:1%q> (a)
i vy hy V3=hi+th,=Li-7R;-q;+ L-7R-q>
R; unde L; s1 L, sunt lungimile firelor
/ >\ v Vitezele celor trei corpuri se pot scrie
Oz deci:
Q2 b v, =) =9,
o U nenshod O
Vi=)V: =74, 4,
Fig. 14.25.a Energia cinetica totala a sistemului este:
E=E+E,+E; (©)
Energiile celor trei corpuri se scriu:
By= i =i E= =20 E= i =0+ @
2g 2g 2g 2g 2g 2g

Energia cinetica totald a sistemului este deci:
G+G,+G, ., G, +G G -G,

E= Y Il S St} d
P R 9, . 4.9, (d)

Derivatele partiale ale energiei cinetice sunt:

22 ~0; Ok _ 0;

o, ag,

8}?:G1+G2+G3ql+G3—qu2 ©

a4, g g

8%? _G, +G, i, +G3 -G, i

g, g g

Detreminarea fortelor generalizate se poate face in doua moduri:

a. prin anularea lucrului mecanic virtual, considerand pe rand pe ¢, , respectiv
q, variabile:

(SL)q1 var — G16q1 - (Gz + G3 )66]1 = (Gl - Gz - G3 )66]1

(8L )qz var = (GZ - G3 )6q2 (D
(8L), 0

=0, = =G,-G,-G,; 0=

8, 09,

b. prin anularea derivatelor partiale ale functiei de fortd U; in cazul de fata
aceasta se scrie astfel:
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3
U:Zmigyi :qul +Gz(q2 +Ll _an _Q1)+G3(L1 +L2 _TCRI _TERZ -4, _qz)
i=1

=22 =G, -G, £
og, 2T (f)

adica: Q, _U_ G -G, -G, 0,

0q,

Inlocuind in ecuatiile lui Lagrange :
d(OE) OF d( OE )| OE
L)Ly, 4L Lo
dt\ 04, ) 0q, dt\ 4, ) 0q,

se obtine sistemul algebric de ecuatii:

G +G,+G, .. +G3 -G,

1 Q2 = Gl - Gz - G3
s 8 (2)
G3 _G2 "1 + Gz +G3 "]'2 :Gz _G3
g g
de unde se obtin acceleratiile :

. GI(G,+G,)-4G,G,
17 G(6,+6,)1466.° -
.. 2G,(G, -G
S 26(6-G)

G (G, +G,)+4G,G,
Integrand succesiv de doud ori in raport cu timpul, se obtin vitezele
generalizate (q'1 Si qz) respectiv deplasarile generalizate (q; si g;). Constantele
C; ... C; se obtin din conditiile initiale ale problemei.

Metoda all a

Se considera drept coordonate generalizate unghiurile de rotatie ale celor
doua discuri ¢; si @, iar in loc de greutatile celor trei corpuri se considera
masele m; , m,, m;, conform fig. 14.2.5.b.

(0]

O1
A
/ Vi (D,l-\
Ol R} \V Vi
1
S NG

02
s
my
By
@)

. ms
Fig. 14.2.5.b my Fig. 14.2.5.¢c
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Din analiza cinematica a miscarii (conform fig 14.2.5.¢) se obtine:

) v, v, v, v, V,R, .
=, =— Si =@, =—= = =>x=[4A=—"= 1
M ' R P X R,—x 2R —x v, +V, @
Rezulta ca vitezele celor trei corpuri de mase m;, m, §i m; sunt:
Vi = Rl(i)l" Vv, = Rl(i)l + Rz(pz’. V= R1(p1 - Rz(.pz;
Deci energia cinetica totald a sistemului se scrie:
1 ) 1 ) . 1 ) .
E=E +E +E, = EmlRl(pf + Emz(Rl(pl +Rp, )+ §m3(R1(p, ~R,¢,);
(),
1 . 1 ) .
E= 5(m1+m2+m3 )Rl(plz + E(mz—i_ms )qu)§ + (mz_m3 )Rle(Pl(Pz
Derivatele partiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel:
6_E =0; 8_E =0 (k)
o0, op,
oF ) .
% = (m1+m2+m3 )Rl(pl + (mz_mz )Rle(Pz
1
|
oF ) ) 0
% = (m2+m3 )qu)z + (mz_m3 )Rle(Pl
2

Fortele generalizate Q; si O, se calculeaza variind succesiv parametrul
corespunzator (@, respectiv ¢,) si fixandu-1 pe celalalt, (vezi fig. 14.2.5.¢) adica:

(8L, (8L),..,
—%:ng(_ml"'mz—i_ms)" 0, = -
8([)1 6([)2
Inlocuind in ecuatiile lui Lagrange :
d( OE OFE d| OE OFE
| . __:Ql; | A. __:QZ'
dt\ 0¢, ) 0o, dt\ 09, ) 0o,
se obtine sistemul de ecuatii algebrice:
{(ml+m2+m3 )Rl(.pl + (mz_m3 )Rleépz = ng(_ml +m, + m3)
(m2+m3 )Rzipz + (mz_m3 )Rleépl = Rzg(mz - m3)

Q1 = = Rzg(mz - mz) (m)

(n)

de unde rezulta acceleratiile unghiulare ¢, si @, (care sunt constante).

14.2.6 Se considerda sistemul din figura format din douda corpuri: un corp
paralelipipedic de masa m; si bila de masa m,, care sun legate intre ele prin
intermediul unei bare A;A; =/{ de masa neglijabila. Se neglijaza frecarea dintre
corp si ghidajul orizontal. (fig. 14.2.6) .

Se cere sa se determine legea de miscare a sistemului folosind ecuatiile lui
Lagrange.
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X > Rezolvare
0 S M Sistemul avand doua grade de libertate, se
_/}Al Xy | pot alege drept coordonate generalizate

parametrii x s1 6.
Coordonatele centrelor de masa ale celor
doua corpuri sunt:

X =x x,=x—1/{sin®
4 A, (a)

»n=0 vy, ={cosO
y Deci vitezele dupa cele doua directii sunt:
v X, =X X, =x—Bcos 0
Fig. 14.2.6 {5’1 =0 { y,=—(0sin0

. . . 2 <L 2
vi=x; vi= (x — KGCOSG) + <€9sm 6)
Energia cinetica a sistemului se scrie:

m m
E‘:E‘1 +E2 :71\)12 +72V22
Functia de forta in acest caz are forma:

mzzg (06> - 2i6cos0)  (b)

=%(m1 +m, i+

U=-V=m,gy,=m,glcosO (©)

Functia lui Lagrange are deci expresia:
L=E+U= %(ml +m, &+ ’71725(692 —2x0cos 6)+ m, gl cos (d)

Se aplica ecuatiile lui Lagrange sub forma:

4 6_L —6—L:O; 4 6—L —a—L:O, cuq,=xsi q,=9
dt\oq, ) 0q, dt\o0q,) 0q,

Se obtine sistemul de ecuatii diferentiale:

%[(m1 +m, ) —m,lQcos 9]: 0

e
di,. . y : (©)
mZEE[KG — Xcos 9]— m2€<x6 - g)szn 6=0
In cazul micilor oscilatii ale sistemului se poate considera
sinB =0, cos =1 si sistemul de ecuatii diferentiale (e) devine:
{<ml memb=Cr B E g G
m

Cea de a doua ecuatie reprezintd ecuatia unei miscari armonice de

1

pulsatie: o= \/ g(m, +m,)/m?( ,cusolutia:0 =0, cos(ot +¢) In cazul in care
m;>> m; (cand corpul 1 rdmane practic n repaus) se obtine ( trecand la limita)
perioada pendulului matematic: 7 =2n/w=2n./(/g .
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14.2.7. Se considera sistemul din figura format din doua bile de mase m; si my,
suspendate pe doud fire de lungimi OA;= A;A, ={ de masa neglijabila. Se cere
sa se determine pulsatiile proprii ale sistemului de pendule folosind ecuatiile lui
Lagrangei.

Rezolvare

Sistemul avand doua grade de libertate, se pot alege drept coordonate

generalizate parametrii ¢; $i ¢,, unghiurile pe care le fac firele cu verticala (fig.
14.2.7).Coordonatele centrelor de masa ale celor doua bile sunt:

4 x, =/sing,
ﬁé// 4 "y, =Lcoso,

> (a)
o X y X, =£(sin(pl +sin(p2)
“ly, = E(cos o, + cosq)z)
<P1\ Y Deci vitezele celor doud bie sunt:
A m {xl = f(p1 CoS O,
V==L, sing,
y ¢ =V =X+ =06,
v (PZ . . .
R {xz = U, cos ¢, + ¢, cos g, )
29m . .. .
Yy = _g((pl SinQ, + o, Sll’l([)z)
Fig. 14.2.7 = v} =3 + 37 =00] + ¢ +2,0,c05(¢,~0,))

Daca se considera cos((p2 -0, ); 1 se obtine expresia energiei cinetice:
ml® ., . .
E=E +E, == (20] +¢}+20,0.) (b)
Functia de forta se scrie:
_ 20 29| ] 2, 2
U =-2mgl| 2sin 7+sm ey :Eng(Z(p1 +(p2) (©)
Functia lui Lagrange are deci expresia:
ml® ., . ..\ mgl
L=E+U=""-(2] + +20,0,)+ "~ (20 + 02) (d)

Se aplica ecuatiile lui Lagrange sub forma:
0] () g g
dt\ 0q, ) 0q, dt\ 0q, ) 0Oq,
Se obtine sistemul de ecuatii diferentiale:
20, +0p, +2gp, =0
{fép, +09, + gp, =0

Sistemul de ecuatii diferentiale (e) admite solutii de forma:

(e)
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¢, =C,cospt; ¢,=C,cos pt
Ecuatia caracteristica (ecuatia pulsatiilor proprii) se scrie:
2g -2p*  —Ip’
) ,|=0 )
—Ip g—Ip
Dcei cele doua pulsatii proprii sunt solutiile determinantului
caracteristic(se exclud solutiile negative):

J2g V2g

D= m D, m (2

14.2.8. Se considera sistemul din figura 14.2.8.a format din culisa de greutate
G, si bara A;A; =0 de greutate G,. Culisa se poate deplasa orizontal (se
neglijaza frecarea) fiind legata cu un resort de constanta elastica k de mediul
fix. Asupra capatului As al barei se aplica o forta orizontala F. Se cere:

1. sa se determine pozitia de echilibru a sistemului

2. sa se determine legea de miscare a sistemului pornind din pozitia de
echilibru studiata la punctu (1), folosind ecuatiile lui Lagrange.

Rezolvare

1. Sistemul avand doud grade de libertate, se pot alege drept coordonate
generalizate parametrii liniari x (Fata de pozitia initiald) si 6 (fig. 14.2.8.b).

AQEO
%F—}
aC .

qA;

G

A3
vy
Fig. 14.2.8.a Fig. 14.2.8.b

Conditia de echilibru a sistemului se poate obtine folosind doud metode:
a. din conditia de anulare a fortelor generalizate:

(6L )q;( var

Qk:—:O’ k:1,2 (a)
0q,
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unde: O, poate reprezenta din punct de vedere dimensional o forta sau un cuplu,
dupa cum coordonata generalizata corespunzatoare reprezintd o lungime
sau un unghi.
(o)
deplasarile date de variatia parametrului ¢;, adica (qu )

reprezintd luncrul mecanic virtual produs de sarcini numai pe

q; var

Pentru cei doi parametri avem :

0 - (8L ),y _ —hox-8x + F -8x 0
ox Ox
o (b)
-G, sin@-—-80+ FcosO-/-350
Q — (SL)Svar — 1 2 — O
" 86 36
Rezulta asadar valorile parametrilor pentru pozitia de echilibru:
F 2F
Xx=—; 1g0=— C
0= (©)

1

b. din anularea derivatelor partiale ale functiei de fortd a sistemului, Intrucat
fortele care actioneaza asupra sistemului sunt forte conservative , adica:

ou, i+ ov, j+ o, k atunci: 0, =8—U=0
ox, oy, Oz, aq,

1

F -

In cazul problemei de fatd functia de forta a sistemului se scrie:
U=2Ui=—%lcxz+G1£cos9—F(x+€sin9) (d)

a—U=—kx+F:0

adica: o (e)

—U:—GlgsinGJrFﬁcosO:O
00 2

Rezulta aceleasi valori ale parametrilor pentru pozitia de echilibru date de
relatia (c)

2. Coordonatele centrelor de masa ale celor doud corpuri sunt:

I
X, =x+—sin0 _
2 X, =X
49, 4 {y o ®
Y, = ECOS 0 ?
Deci vitezele dupa cele douad directii sunt:
P
X, =x+5600s6 P
{ ? =V =%’ (8)
y,=0

/.
p =——0sin0
Vi 5
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2 2 2

v = (x - £Gcost + (— Lsin Gj —* +207 + 1B cos6
2 2 4

Energia cinetica a sistemului se scrie:

E=E +E, =ﬁv12 +ico§+iv22

2g 2 2g

(h)
2 2
E=9 e L 1 ribcoso+ o |+ Sy
2g 4 12 2g
Functia de forta in acest caz are forma:U = —%kx2 + G, gcos 0 (1)
Functia lui Lagrange are deci expresia:
2
L=E+U=ﬁ X’ +£—92+€x900s9 +ifc2—lkx2+G1£cos9 ()
2g 3 2g 2 2

Se aplica ecuatiile lui Lagrange sub forma:

d|( oL oL d| oL oL :
——|-—=0;, —|—|-—=0,cuqg,=xsiq,=6
dt\ 04, ) 0q, dt\ o4, ) 0q,

Se obtine sistemul de ecuatii diferentiale:

G, +G, X+ (Z;lgécose—%ézsin9+kx:0
g g g
G/ Gr*.. G/t ®
—Xcos0+——0+—"2s5in0=0
2g 3g

In cazul micilor oscilatii ale sistemului se poate considera sinf =0, cos0 =1
si se obtine sistemul:

G +G, . Gly Gt

g 2g 2
2
Gl 65,9 90
2g 3g 2
Acest sistem se poate rezolva prin metode numerice obtinandu-se solutii

aproximative care descriu migcarea sistemului, solutii care tin seama si de
conditiile initiale ale problemei.

0> 0+kx=0

)

14.2.9. Se considera sistemul format din trei discuri omogene de greutati G,
G,, Gs, unul fix de raza R; si celelalte mobile de raza R, si R, legate intre ele cu
ajutorul unor fire flexibile si inextensibile, care se imfasoara la periferia lor ca
in figura 14.2.9.a. Se cere: Sa se determine legea de miscare a sistemului cu
ajutorul ecuatiilor lui Lagrange
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Rezolvare

Sisdtemul are trei grade de libertate deoarece pentru stabilirea
configuratiei lui sunt necesari trei parametri independenti: se considera drept
coordonate generalizate unghiurile de rotatie ale celor trei discuri @; @ si @3,
conform fig. 14.2.9.a.

b G3>

7o
S

Fig. 14.2.9.a Fig. 14.2.9.b

Din analiza cinematica a miscarii (conform fig 14.2.9.b) se obtine:

v

D=, =—— == (undex=1A4
(P] 1 R1+_x X ( 1 l)
v v V (@)
¢, =0, =—">=—" (undeyzllAl); ¢, =0, =—
Y Rz P4 R3

Rezulta ca vitezele centrelor de masa ale celor doua discuri 1 si 2 sunt:

Vi = Rl(.pl + R3¢3 Vo = R3¢3 - Rz(pz

Deci energia cinetica totala a sistemului se scrie:

1 1 1 1
E=E +E +E, = lmlvf +=J 0 +—m,v; +—J,0; +=J 05,
2 2 2 2 2 (b)
: G :

E= i(Rl(.pl +R3¢3 )2 + iRlz(plz + i(R3(i)3 _Rz(pz )2 + iRzzq); + _3R32(p§
2g 4g 2g 4g 4g

Derivatele partiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel:

OE _0- OFE _o: ag _RG, (R ¢ +R3¢3)+3R12¢1

oo, oo, o, 2g

0E RG . . G, .

a =——22 (R3(P3 _Rz(Pz)+_2R2(P2 (C)
¢, 2g

0E R,

. . RG . . G, ..
A. (RI(PI +R3(|)3)+ 2 (Rs(pz _RZ(P2)+_3R3 Q,
0¢, g 2g
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Fortele generalizate Q; si O, se calculeazd variind succesiv parametrul
corespunzator (¢; , @, respectiv @;) si fixandu-1 pe celalalt, (vezi fig. 14.2.9.b)

adica:

8L . 6L var

Ol _p g 0,=8hw _p 6 _6,)
6([)2 8(P3

—:RIGI ; Qz =

Inlocuind in ecuatiile lui Lagrange :
%(%}—a—E:Qk; k=123
se obtine sistemul de ecuatii algebrice:
3R, +2R,p, =2g
3R,p, —2R,p, =2g (e)
2RG®, —2R,G,p, + R,(2G, +2G, + G, ), =2g(G, -G, )

Rezolvand acest sistem rezulta acceleratiile unghiulare :

. 2g 4G, +3G,
® 73R 2G, +2G, + 3G,
. 2g 4G +3G,
®2 73R, 2G, 126G, 1 3G, ®
. _2_g Gl — Gz
® TR 2G +2G, + 3G,
s1 acceleratiile centrelor de masa ale discurilor 1 §i 2:
. . 2gG,+3(G +G,)

a, =R, +Rp,=—=>— L

TGS T 2G, +2G, +3G, ®

g

228G +3(G,+G,)
3 2G, +2G, +3G,

a, = R3('[')3 - qu)z =

Observatii

» Semnul minus de la acceleratia a, arata ca sensul acestei acceleratii este opus

celui considerat in fig 14.2.9.b., adica: R, $, — R,p, <0;

» Sistemul fiind actionat numai de greutatile proprii este conservativ, deci
exista o functie de fortd U a sistemului care are expresia:

U=G(Ro,+Ro,)-G,(Ro,— R, ). Deci se pot considera ecuatiile lui

d| OE OE oU
Lagrange sub forma: —| — |- = ;
dt\ 00, ) 09, 0o,

k=1,2,3

care conduc la aceleasi ecuatii algebrice (e).
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PROBLEME PROPUSE

Se considerd sistemele formate din trei corpuri: un corp de greutate G, §i doud
discuri omogene de greutati G,, Gs, unul fix de raza R, si celeldalalt mobil de
raza Rj; legate intre ele cu ajutorul unor fire flexibile si inextensibile, care se
imfasoara la periferia lor ca in figurile 14.2.10...4.2.12. (pentru problemele
4.2.11 5i 4.2.12 corpul 3 se rostogoleste si aluneca simultan,cu s=0, u=0)

Se cere: Sa se determine legea de miscare a sistemelor cu ajutorul ecuatiilor lui
Lagrange.

G2, Ry

NI

Date: o, p=0
,,,,,, G=80G;
G,=8G; Ry=2R
G3:4G; R3=R
Fig. 14.2.10
iR |
-Q\Z/ Ga, Ry
/7‘
Date: o, u=0 T Gy
G1=20G; I:I
G,=8G; R,=R

G3;=320G; R;=2R

Fig. 14.2.11

Date: a, B, p=0
G1=200G;

G,=10G; R,=2R
G;=40G; R;=2R

Fig. 14.2.12
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