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PREFAŢĂ 
 Această lucrare este rezultatul experienţei autorilor în  predarea cursului 
de Mecanica teoretică, studenţilor Facultăţilor de inginerie din cele două centre 
universitare: Universitatea “Petrol-Gaze” Ploieşti şi Universitatea “Valahia” 
Târgovişte. 

Lucrarea cuprinde 14 capitole şi anume: Statica punctului material,  
Elemente de bază din teoria vectorilor,  Reducerea forţelor aplicate solidului 
rigid, Centre de masă şi centre de greutate, Echilibrul forţelor aplicate solidului 
rigid, Echilibrul sistemelor de corpuri, Grinzi cu zăbrele şi Echilibrul firelor 
omogene, Cinematica punctului material, Dinamica punctului material, 
Cinematica mişcării relative a punctului material, Dinamica mişcării relative 
punctului material, Cinematica rigidului şi a sistemelor de rigide, Dinamica 
rigidului şi a sistemelor de rigide, Elemente de mecanică analitică. Primele şapte 
capitole conţin câte un scurt Rezumat de teorie pentru înţelegerea problemelor 
rezolvate şi care sunt în acord cu Programa analitică a cursului de Mecanică 
predat studenţilor în anul I şi II la facultăţile tehnice.  

S-au prezentat cinci algoritmi de rezolvare a unor probleme de Statică cu 
ajutorul programului Microsoft EXCEL, cu cîte un exemplu concret pentru 
fiecare caz .  

Unele aplicaţii sunt inspirate din practica inginerească, altele au fost 
create de autori de-a lungul anilor, ca subiecte de examen. Acestea au un grad de 
dificultate mediu, fiind accesibile studenţilor din anii I şi  II de la profilurile 
mecanic, metalurgic, electric, etc. Forma de prezentare clară pune în evidenţă 
experienţa în activitatea cu studenţii, fiecare capitol fiind bine fundamentat şi 
uşor de asimilat.  

Aceast culegere este rezultatul colaborării fructuoase dintre doi autori de 
formaţii diferite: un matematician şi un inginer mecanic. Autorii speră că 
prezentarea sub această formă a problemelor şi a temelor aplicative va fi utilă 
atât pentru pregătirea examenului de Mecanică (pentru studenţii anilor I şi II) 
precum şi pentru toţi cei interesaţi în rezolvarea unor aplicaţii practice de 
Mecanică.  
 Autorii doresc să mulţumească tuturor studenţilor şi colegilor pentru 
observaţiile, sugestiile, adăugirile pe care le-au adus în timp şi care au contribuit 
la apariţia lucrării sub această formă.  

De asemenea mulţumim călduros sponsorilor care au contribuit la apariţia 
acestei ediţii, şi pe care îi asigurăm atât de recunoştinţa noastră cât mai ales de 
cea a beneficiarilor acestei lucrări. 
 
 
Târgovişte                       Autorii 
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CAPITOLUL I 
STATICA PUNCTULUI MATERIAL 

 
 

   REZUMAT DE TEORIE 
 a. Mărimi scalare şi vectoriale  
 În Mecanica teoretică se operează cu mărimi scalare (de exemplu: masa, 
timpul, lungimea, etc) şi cu mărimi vectoriale (de exemplu: forţa, momentul 
unei forţe în raport cu un punct, cuplul de forţe, viteza, acceleraţia, impulsul, 
momentul cinetic, etc).   

Vectorul este o entitate matematică caracterizată prin: punct de aplicaţie, 
direcţie (suport), sens (orientare) şi mărime (scalar, modul)  

În funcţie de punctul de aplicaţie se deosebesc:  
¾ vectori liberi – care au punctul de aplicaţie oriunde în spaţiu şi sunt  

caracterizaţi de trei parametri scalari independenţi (respectiv, proiecţiile 
vectorului pe cele trei axe de coordonate); 

¾ vectori alunecători -au punctul de aplicaţie situat pe o dreaptă din spaţiu şi 
sunt  caracterizaţi de cinci parametri scalari independenţi (respectiv, 
proiecţiile vectorului pe cele trei axe de coordonate şi coordonatele punctului 
de intersecţie al suportului său cu planul Oxy); 

¾ vectori legaţi - au punctul de aplicaţie fix în spaţiu şi sunt  caracterizaţi de 
şase parametri scalari independenţi (respectiv proiecţiile vectorului pe cele 
trei axe şi coordonatele punctului de aplicaţie). 

 

b. Expresia analitică a unui vector liber şi a unui versor 
Se consideră un sistem cartezian de axe Oxyz având versorii k,j,i  

pentru care se cunosc proiecţiile ax, ay, az , ale vectorului pe cele trei axe. 
Expresia analitică a vectorului a  este:     

kajaiaa zyx ++= .        (1) 

Mărimea vectorului a  este prin definiţie numărul pozitiv notat cu :
 222

zyx aaaaa ++==         (2) 

Cosinuşii directori ai unghiurilor vectorului a cu direcţiile celor 3 axe sunt: 

a
a)k,acos(;

a
a

)j,acos(;
aaa

a
a
a)i,acos( zy

zyx

xx ==
++

==
222     (3) 
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Versorul vectorui a  este prin definiţie un vector unitar, având mărimea 
egală cu 1, aceeaşi direcţie şi sens cu vector a : 

k
a
aj

a
a

i
a
a

a
auavers zyx

a ++===       (4) 

  
 
 
 
 
 

 
 
 
Un vector poate fi definit prin cele două extremităţi ale sale având 

coordonatele  A(xA,yA,zA)  şi  B(xB,yB,zB), şi are expresia analitică: 

  k)zz(j)yy(i)xx(AB ABABAB −+−+−=      (5) 

 Expresia analitică a versorului vectorului AB  conform (4) este:  

222 )zz()yy()xx(
k)zz(j)yy(i)xx(

AB
ABABvers

ABABAB

ABABAB

−+−+−
−+−+−

==    (6) 

Observaţie 
În cazul rigidului supus la legături, reacţiunile sunt necunoscute ale 

problemei (deoarece nu se cunoaşte mărimea şi sensul lor): pentru rezolvarea 
problemei se alege un sens oarecare ale reacţiunii; dacă din calcul rezultă un 
număr pozitiv, atunci sensul ales este corect; dacă din calcul rezultă un număr 
negativ, sensul real este opus celui ales. 

 

       c. Produsul scalar a doi vectori. Proiecţia unui vector pe o axă  
Dându-se un sistem de axe cartezian Oxyz şi vectorii a şi b  având 

expresiile analitice: kajaiaa zyx ++=  , kbjbibb zyx ++= , se defineşte 
produsul scalar al celor doi vectori , numărul (pozitiv sau negativ):  

)b,acos(baba ⋅⋅=⋅         (7) 

Expresia analitică a produsului scalar este:  

yzyyxx babababa ++=⋅        (8) 

z 

O y 

x 

a
k

j

i

a) 

z 

A

O

y 

x 

k a

j
iax 

ay

az

b) Fig.1.1 

z 

O y

x 

a
k

j
i

c) 

A(xA,yA,zA) 

B(xB,yB,zB) 
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 Cu ajutorul produsului scalar se poate exprima cosinusul unghiului dintre 
cei doi vectori ; din relaţiile (7) şi (8) rezultă: 

222222
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa
bababa

ab
ba)b,acos(

++⋅++

++
=

⋅
=    (9) 

Cu  ajutorul  produsului  scalar  se  poate  exprima analitic proiecţia unui 
vector a , pe  o  direcţie  orientată  ∆   având versorul: 

kcosjcosicosu ⋅γ+⋅β+⋅α=∆  ,                       (10) 

astfel:  
 γ⋅+β⋅+α⋅=⋅== ∆∆ cosacosacosauaapra zyxu            (11)

 Ţinând seama expresia (11), proiecţia vectorului kajaiaa zyx ++=  pe 

direcţia vectorului kbjbibb zyx ++=  se scrie : 

 
b

bababa
uaapra zzyyxx

bbb

⋅+⋅+⋅
=⋅==                        (12) 

 

d. Produsul vectorial a doi vectori, a produsului mixt  
şi a produsului dublu vectorial a trei vectori 

     Se consideră un sistem cartezian de axe Oxyz şi vectorii a şi b  având 
expresiile analitice: kajaiaa zyx ++=  şi respectiv kbjbibb zyx ++= . Se 
defineşte produsul vectorial al celor doi vectori bac ×= , un vector având 
următoarele caracteristici: 
¾ mărimea sau modulul egal cu aria paralelogramului format din cei doi vectori 

a şi b :   )b,asin(bac ⋅⋅=   

¾ direcţia  -  perpendiculară pe planul paralelogramului format din cei doi 
vectori a şib : )b,a(c ⊥ (fig.1.2).   

¾ sensul - dat de regula burghiului drept sau triedrul format din cei trei vectori 
a  , b  şi c  (fig.1.2).  

         
 
 
 
 
 
 Fig.1.2 

b
c

α
a

O 

Fig.1.3 

b
c

a
O
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Produsul vectorial a doi vectori a şi b  are expresia analitică: 

k)baba(j)baba(i)baba(c

:sau,
bbb
aaa
kji

bac

xyyxzxxzyzzy

zyx

zyx

−+−+−=

=×=
           (13) 

 Produsul mixt a trei vectori a  , b  şi c  este prin definiţie produsul scalar 
dintre vectorul a  şi  vectorul ( cb × ): 

( ) ( )
zyx

zyx

xxx

ccc
bbb
aaa

c,b,acba ==×⋅                (14) 

Produsul mixt respectă următoarea regulă (a permutărilor circulare): 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )b,a,ca,c,bc,b,asau

bacacbcba
==

×⋅=×⋅=×⋅
              (15) 

Produsul mixt reprezintă volumul paralelipipedului având ca muchii 
concurente într-un vârf, pe cei trei vectori (fig. 1.3) 

Produsul dublu vectorial a  trei vectori a  , b  şi c  este prin definiţie 
produsul vectorial dintre vectorul a  şi vectorul ( cb × ) şi se determină cu 
ajutorul formulei: 

 ( ) c)ba(b)ca(cba ⋅⋅−⋅⋅=××               (16) 

  
 

1.1 OPERAŢII CU VECTORI 
PROBLEME  REZOLVATE  
1.1.1 Se consideră vectorii având următoarele expresii anlitice faţă de un 

sistem de axe Oxyz: jic;kjb;kjia +−=+=+−= 24532  

Se cere să se calculeze: 

)ba(c);ba(c);b,acos(;ba;ba;apr;ba b ×××⋅××⋅  

Problema s-a rezolvat folosind relaţiile prezentate în rezumatul de teorie 
cu ajutorul programului Microsoft-Excel conform algoritmului prezentat în 
continuare. 
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ALGORITMUL  DE  CALCUL  PENTRU  PROGRAMUL MICROSOFT 
EXCEL  ŞI  REZULTATELE  OBŢINUTE PENTRU PROBLEMA  1.1.1 

DATE DE INTRARE   DATE DE IEŞIRE 
 A B C D E F G H I J K L M 

Nr. ax ay az bx by bz cx cy cz a  b  c  ba ⋅  

0          SQRT(A1^2+ 
B1^2+C1^2) 

SQRT(D1^2+ 
E1^2+F1^2) 

SQRT(G1^2+ 
H1^2+I1^2) 

A1*D1+ 
B1*E1+ 
C1*F1 

1 2 -1 3 0 5 4 -2 1 0 3,7416 6,4031 2,2361 7 
 

N O P R S 

apr
b

 ( )xba ×  ( )yba ×  ( )zba ×  ba ×  

A1*D1/K1+B1*E1/K1
+C1*F1/K1=M1/K1 

B1*F1-C1*E1 C1*D1-A1*F1 A1*E1-B1*D1 SQRT(O1^2+ 
P1^2+R1^2) 

1,0932 -19 -8 10 22,9129 
 

T U V W X 

)b,acos(  ( )bac ×⋅  ( )[ ]xbac ××  ( )[ ]ybac ××  ( )[ ]zbac ××  

M1/(J1*K1) G1*O1+H1*P1+I1*R1 H1*R1-I1*P1 I1*O1-G1*R1 G1*P1-H1*O1 

0,2922 30 10 20 35 

           Conform rezultatelor din tabel, mărimile cerute sunt:  

( ) kjibac
;)ba(c

;,)b,acos(

;,ba

;kjiba

;,apr;ba b

352010
30

29220

912922

10819

093217

++=××

=×⋅

=

=×

+−−=×

==⋅

 

 
1.1.2 Se consideră punctele A1(1,-2,3), A2(2,4,1), A3(4,5,6). Se cere: 

• să se exprime analitic vectorii ,AAsiAA 3221   

• produsul lor scalar al  vectorilor ,AAsiAA 3221  

• să se calculeze unghiurile celor doi vectori. 
Problema s-a rezolvat folosind relaţiile prezentate în rezumatul de teorie 

cu ajutorul programului Microsoft-Excel, conform algoritmului prezentat în 
continuare. 
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ALGORITMUL  DE  CALCUL  PENTRU  PROGRAMUL  MICROSOFT 
EXCEL  ŞI  REZULTATELE  OBŢINUTE PENTRU PROBLEMA 1.1.2 

 
DATE DE INTRARE     DATE DE IEŞIRE 

 A B C D E F G H I J K L 

Nr. xA1 yA1 zA1 xA2 yA2 zA2 xA3 yA3 zA3 x)AA( 21
 

y)AA( 21
 

z)AA( 21
 

0          D1-A1 E1-B1 F1-C1 

1 1 -2 3 2 4 1 4 5 6 1 6 -2 
 

M N O P R S T 

x)AA( 32
 

y)AA( 32
 

z)AA( 32
 

21AA  
32AA  

3221 AAAA ⋅  αCOS  

G1-D1 H1-E1 I1-F1 SQRT(J1^2+K1^2+ 
L1^2) 

SQRT(M1^2+N1^2
+ O1^2) 

J1*M1+K1*N1+ 
L1*O1 

S1/(P1*R1) 

2 1 5 6,4031 5,4772 -2 -0,057 

Conform rezultatelor din tabel, expresiile analitice ale celor doi vectori, 
produsul lor scalar şi unghiul dintre vectori, conform rezultatelor din tabel sunt: 

   
05702

5226

3221

3221

,cos;AAAA

kjiAA;kjiAA

−=α−=⋅

++=−+=
 

 
PROBLEME PROPUSE 
Acelaşi enunţ ca la probleme 1.1.1 pentru vectorii: 

1.1.3. jic;kjb;kjia −−=+=+−= 2432  

1.1.4. kjic;kjib;kjia 22432 ++−=++=−−=  

1.1.5. jic;kjb;kia 4253 +−=+=+=  

1.1.6. kjic;kjib;ia −+−=++== 24542  

1.1.7. jic;kjb;kjia −=−=++= 24532  

1.1.8. kjic;kjb;kjia 4626392 −+=+=+−=  

Acelaşi enunţ ca la probleme 1.1.2 pentru punctele: 
1.1.9.  A1(0,1,3), A2(2,4,6), A3(-4,5,8). 
1.1.10.  A1(1,-5,3), A2(2,4,-4), A3(4,5,0). 
1.1.11.  A1(1,-2,0), A2(7,4,-1), A3(4,0,6). 
1.1.12.  A1(1,-6,3), A2(8,0,1), A3(0,5,6). 
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 1.2  REDUCEREA FORŢELOR CONCURENTE COPLANARE 
PROBLEME  REZOLVATE 

1.2.1. Se consideră un punct material asupra căruia acţionează un sistem de 4 
forţe coplanare { } 41,..iiF = ( fig. 1.2.1.a) având modulele şi direcţiile faţă de Ox 

date de:
3

32
2

32
4

28 44332211

π
−=α=

π
−=α=π=α=

π
=α= ,FF;,FF;,FF;,FF  

Se cere să se determine rezultanta celor patru forţe (ca mărime, direcţie şi 
sens). 

Rezolvare:  
Pentru a determina rezultanta celor patru forţe din fig. 1.2.1.a se aplică 

teorema proiecţiilor pe axele sistemului Oxy: mărimea proiecţiei rezultantei 
după cele două direcţii Ox şi Oy  este  egală suma mărimilor proiecţiilor forţelor: 

FsinFsinFsinFsinFYY

F)(cosFcosFcosFcosFXX

i
i

i
i

2
324

36
324

4321

4

1

4321

4

1

=





 π

−+





 π

−+π+
π

==

+=





 π

−+





 π

−+π+
π

==

∑

∑

=

=
 

  Expresia anlitică a rezultantei celor trei forţe şi mărimea ei sunt date de: 

jFiF)(jYiXR 236 ++=+= ;                  

3124322 +=+== FYXRR  

  Direcţia şi sensul rezultantei sunt date de mărimea unghiului αR pe care 
aceatsa îl face cu axa Ox (fig 1.2.1.b) : 

            0502142580
36

2 ,;,
X
Ytg RR =α=

+
==α  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

F1 
R 

y 

αR 

F3

Fig. 1.2.1.b 

F2

F4

O x 

F1 
y 

α4 

α1 

F3 

Fig. 1.2.1.a 

F2 

F4 

O x 



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

 

14

1.2.2 Asupra unui punct material O acţionează 
forţele concurente şi coplanare { } 4,..1iiF = având 
mărimile, direcţiile şi sensurile din fig.S1.2.2.  
Se cunosc: 

4
22

2
36

2
6

34

4433

2211

π
−=α=

π
=α=

π=α=
π

=α=

;FF;,FF

,FF;,FF
 

 Se cere: Expresia analitică a rezultantei  
forţelor şi unghiul pe care îl face aceasta cu axa 
Ox .  

Răspuns: 
6

232
π

−=α−= R;jPiPR  

Problema s-a rezolvat şi cu ajutorul programului Microsoft-Excel, 
conform algoritmului prezentat în continuare. 

 
ALGORITMUL  DE  CALCUL  PENTRU  PROGRAMUL 

EXCEL  ŞI  REZULTATE  OBŢINUTE PENTRU PROBLEMA 1.2.2 
DATE DE INTRARE 

 A B C D E F G H 

Nr. F1/F F2/F F3/F F4/F α1 α2 α3 α4 
0         

1 6,9292 2 6 2,8284 π/6 π 3π/2 -π/4 

DATE DE IESIRE  
J K L M N 

X/F Y/F R/F tg αR αR (rad) 
A1*cosE1+B1*cosF1+ 
C1*cosG1+D1*cosH1 

A1*sinE1+B1*sinF1+ 
C1*sinG1+D1*sinH1 

SQRT (J1^2+K1^2) K1/J1 arctgM1 

3,4641 

( 32 ) 

-2 4 -0,5773 -0,5236  

(-π/6) 

 
 
 
 

F1
y 

α4 

α1

F3 

Fig. 1.2.2. 

F2 

F4 

O 
x 
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1.3  REDUCEREA  FORŢELOR  CONCURENTE  SPAŢIALE  
PROBLEME  REZOLVATE 

1.3.1. Asupra unui punct material M acţionează un sistem de 4 forţe concurente 
{ } 41,..iiF = având modulele: FF,FF,FF,FF 543735102 4321 ====  şi 
direcţiile date de muchiile sau diagonalele unui paralelipiped dreptunghic ca în 
fig. S1.3.1(M≡O)  ; se cunosc: OA=a,  OC=2a,  OO'=6a. 
Se cere  să se determine rezultanta  forţelor (mărimea, direcţia şi sensul). 
 

 Rezolvare:  
Expresiile analitice ale celor patru 

forţe faţă de sistemul de referinţă Oxyz 
ales (M≡O) sunt: 

kFjF
zyx

kzjyixF

COversFFversFF

ccc

ccc 32102
222

1111

+=
++
++

⋅=

=′⋅=⋅=

′′′

′′′
 

kFOOversFFversFF 52222 =′⋅=⋅=  

 kFiF
)a(a

kaiaFAOversFFversFF 183
6

6373
223333 +=

+
+

=′⋅=⋅=  

  jFiF
)a(a

jaiaFOBversFFversFF 84
2
254

224444 +=
+
+

=⋅=⋅=  

Expresia analitică a rezultantei este:    

kFjFiFFR
i

i 29107
4

1
++== ∑

=

 

Proiecţiile rezultantei pe axele sistemului de coordonate Oxyz  sunt:  
X=7F,       Y=10F,       Z=29F. 

Mărimea rezultantei este dată de:  

FZYXRR 1103222 =++== . 
Direcţia şi sensul rezultantei este dată de unghiurile pe care le face cu 

axele sistemului de coordonate: 

0

0

0

827229210
469713180
145772220

,;,cos
,;,cos
,;,cos

RR

RR

RR

=γ=γ

=β=β

=α=α

 

 

C’ 
z 

B’ 

F2 

F3 F1

F4

Fig.1.3.1 

A’ 

A 

C 

O’ 

M≡O y
x B 
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PROBLEME  PROPUSE 
1.3.2. Asupra unui punct material M acţionează forţele concurente 
{ } 41,..iiF = având mărimile: FF,FF,FF,FF 6734132683 4321 ==== . 

direcţiile şi sensurile fiind date de muchiile sau diagonalele paralelipipedului 
dreptunghic din fig. 1.3.2 (M≡O); se cunosc: OA=3a,  OC=8a,  OO'=2a. 
Se cere expresia analitică a rezultantei  forţelor şi unghiurile pe care îl face 
aceasta cu axele de coordonate. 

;,;,;,;F,R;kFjFiFR RRR
000 78374270238257295960165618 =γ=β=α=++=  

 
 
 
 
 
 
 

1.3.3. Acelaşi enunţ ca la problema 1.3.2 (fig. 1.3.3) cu datele: 

FF,FF,FF,FF 1334429 4321 ==== , OA=3a, OC=2a, OO'=5a. 

 
 

 
 
 
 
 
 

000
4

1
252272857560467748151446 ,,,,,;F,R;kFjFiFFR RRRi

i
=γ=β=α=++== ∑

=

 
Problema 1.3.2 s-a rezolvat şi cu ajutorul programului Microsoft-Excel, 

conform algoritmului prezentat în continuare. 
 
 
 

C’
z 

B’
F4 F2 

F1 

F3 

Fig. 1.3.2 

A’ 

A 
C

O’ 

M≡O

y 

x 
B 

C’ 
z 

B’ 

F2

F3

F1

F4

Fig. 1.3.3 

A’ 

A 

C 

O’ 

y 

x 
B 

M≡O
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ALGORITMUL  DE  CALCUL  PENTRU  PROGRAMUL   
MICROSOFT EXCEL PENTRU PROBLEMA  1.3.2 

 
DATE DE INTRARE 

 A B C D E F G H I J K L M 

Nr. x1/a y1/a z1/a x2/a y2/a z2/a x3/a y3/a z3/a x4/a y4/a z4/a F1/F 

              

1 0 8 2 3 0 2 3 8 0 0 0 2 24,74

                             DATE DE IESIRE 
N O P Q R S 

F2/F F3/F F4/F (versF1)x (versF1)y (versF1)z 

   A1/[SQRT(A1^2+ 
B1^2+C1^2)] 

B1/[SQRT(A1^2+ 
B1^2+C1^2)] 

C1/[SQRT(A1^2+ 
B1^2+C1^2)] 

7,2111 34,1760 6 0 0,9701 0,2425 

 

T U V W X Y 

(versF2)x (versF2)y (versF2)z (versF3)x (versF3)y (versF3)z 
D1/SQRT(D1^2

+E1^2+F1^2) 
E1/SQRT(D1^2+E

1^2+F1^2) 
F1/SQRT(D1^2+E

1^2+F1^2) 
G1/[SQRT(G1^2+ 

H1^2+I1^2)] 
H1/[SQRT(G1^2+

H1^2+I1^2)] 
I1/[SQRT(G1^2+ 

H1^2+I1^2)] 

0,8320 0 0,5547 0,3511 0,9363 0 

 
Z AA AB AC AD AE 

(versF4)x (versF4)y (versF4)z X/F Y/F Z/F 
J1/SQRT(J1^2+

K1^2+L1^2) 
K1/SQRT(J1^2+K

1^2+L1^2) 
L1/SQRT(J1^2+

K1^2+L1^2) 
M1*Q1+N1*T1+ 
O1*W1+P1*Z1 

M1*R1+N1*U1+ 
O1*X1+P1*AA1 

M1*S1+N1*V1+ 
O1*Y1+P1*AB1 

0 0 1 18 56 16 

 
AF AG AH AI 

R/F αR βR γR 

SQRT(AC1^2+AD1^2+ 
AE1^2) 

arccos(AC1/AF1) arccos(AD1/AF1) arccos(AE1/AF1) 

60,959 72,8250 23,2700 74,7830 
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1.4. STATICA PUNCTULUI MATERIAL  
REZUMAT DE TEORIE 

 a. Principiul paralelogramului 

 Fiind date două forţe 21 FsiF  care acţionează asupra unui punct material 
liber A, principiul paralelogramului postulează că efectul celor două forţe este 
acelaşi cu al unei forţe rezultante R , care este diagonala mare a 
paralelogramului având ca laturi forţele 21 FsiF  (fig. 1.4.1)  

 Sunt valabile următoarele relaţii: 

 

β
=

β−α
=

α

α+
α

=βα++=+=

sin
F

)sin(
F

sin
R

;
cosFF

sinFtg;cosFFFFR;FFR

21

21

2
21

2
2

2
121 2

 

 b. Teorema proiecţiilor 
Fiind dat un sistem de forţe, 

concurente într-un punct O din spaţiu, 
{ } n,....iiF 21=  acesta se reduce (sau este 
echivalent) în punctul O cu o forţă 
rezultantă R , care se obţine aplicând 
succesiv principiul paralelogramului 

enunţat mai sus: ∑
=

=
n

i
iFR

1
.  

Dacă se notează cu Xi, Yi , Zi, proiecţiile unei forţe oarecare Fi a sistemului 
şi cu X, Y, Z proiecţiile forţei rezultante R  pe axele triedrului triortogonal drept 
Oxyz, atunci sunt valabile următoarele relaţii: 

.ZZ;YY;XX
n

i
i

n

i
i

n

i
i ∑∑∑

===

===
111

 

Aceste relaţii teorema proiecţiilor care se enunţă astfel: proiecţia 
rezultantei pe o direcţie oarecare este egală cu suma proiecţiilor tuturor forţelor 
sistemului după acea direcţie. Sunt valabile următoarele relaţii: 

 
( ) ( ) ( )222222 ∑∑∑ ++=++=

++=

iii ZYXZYXR

kZjYiXR
   

 
c. Axioma legăturilor 
Dacă asupra unui punct M din spaţiu supus la legături acţionează un 

sistem de forţe { } n,....iiF 21=  (a cărui rezultantă se notează cu aR ), conform axiomei 

A F1

F2 

R 

β
α

α

Fig. 1.4.1 



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

19

legăturilor orice legături geometrice pot fi întotdeauna suprimate şi înlocuite cu 
forţe corespunzătoare (a căror rezultantă se notează cu  legR ).  

Din punct de vedere geometric punctul material poate fi considerat ca un 
punct material liber, iar din punct de vedere mecanic constrângerile au fost 
înlocuite cu forţe de legătură. 

Teorema echilibrului puctului material supus la legături: condiţia 
necesară şi suficientă pentru ca unpunct  material să rămână în echilibru sub 
acţiunea forţelor exterioare şi de legătură este ca rezultanta lor să fie nulă: 

;ZZ;YY;XX
RR

legalegalega

lega

000
0

=+=+=+

=+
 

 Din punct de vedere al naturii forţelor de legătură, legăturile punctului 
material pot fi  legături fără frecare(ideale) şi legături cu frecare (reale). 
 

b. Echilibrul punctului material supus la legături cu frecare 
 Un punct material aflat pe o suprafaţă cu frecare nu va părăsi poziţia de 
repaus atât timp cât rezultanata forţelor aplicate se află în interiorul conului de 
frecare (având axa după normala la suprafaţă şi unghiul la vârf 2ϕ) . Forţa de 
frecare T respectă următoarele legi ale frecării uscate (legile lui COULOMB): 

a.  modulul forţei de frecare maxT  este proporţional cu reacţiunea normală N; 

b. modulul maxT  depinde de natura corpurilor şi de starea suprafeţelor de  

contact: maxT =µN   unde µ =tgϕ   este coeficientul de frecare de alunecare, 
iar ϕ  este unghiul de frecare;  

c. modulul maxT  nu depinde de mărimea suprafeţei de contact. Sensul forţei de 
frecare de alunecare  se opune totdeauna tendinţei de deplasare. 

 
 

PROBLEME  REZOLVATE 
1.4.1. Se consideră o sferă M de greutate G  care se reazemă fără frecare  pe un 
plan înclinat cu unghiul α şi este prinsă printr-un fir de un punct A ; firul face 
cu verticala   unghiul β ( vezi fig. 1.4.1.a).  

Se cere să se detremine mărimea reacţiunii normale N  şi a tensiunii din fir S .
 Rezolvare:  

Ecuaţia  vectorială de echilibru după introducerea forţelor de legătură 
(conform axiomei legăturilor) se scrie :   

0=++ NSG           (a) 
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Alegând axele Ox şi Oy în mod convenabil (fig.1.4.1.b) şi proiectând pe 
acestea ecuaţia vectorială de echilibru, se obţin ecuaţiile:  

 




=−β+α
=β−α

⇒




=

=

∑
∑

0
0

0
0

GcosSsinN
sinScosN

Y
X

i

i       (b) 

Înmulţind, prima ecuaţie cu cosβ şi a doua cu sinβ  şi însumându-le 
membru cu membru se obţine: 

)cos(
sinGN

β−α
β

=   ;     
)cos(

cosGS
β−α

α
=      (c) 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.4.2.  Se consideră o bilă de greutate G care se reazemă pe suprafaţa unei 
sfere de rază r,  fiind legată cu un fir de lungime AM=l  de punctul fix A aflat la 
distanţa   AB =d , faţă de suprafaţa sferei (fig.1.4.2.a). 
Se cere mărimea tensiunii din fir S şi a reacţiunii N. 
 Rezolvare:  

Ecuaţia vectorială de echilibru se scrie:  0=++ NSG   (a) 

Dacă se introduc unghiurile α şi β  şi  se  aleg  convenabil  axele  Ox şi 
Oy (ca în fig.S1.5.2.b) condiţia de  echilibru se scrie: 

 
0
0

=

=

∑
∑

i

i

Y
X

⇒




=−β+α
=β+α−

0
0

GcosNcosS
sinNsinS

     (b) 

Multiplicând prima ecuaţie (b) cu cosβ şi a doua cu sinβ şi însumându-le 
membru cu membru se obţine:  

)sin(
sinGS;

)sin(
sinGN

β+α
β

=
β+α

α
=      (c) 

Fig. 1.4.2 

A

d

B

rr

O

M 

A 

y
α 

α

β 

βS N

x

GO 
b)a)

β 

α 

A 

M 

Fig. 1.4.1 

β 

α 

b. 

y 

S 
N 

x 

G 
O≡M

a. 
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Din teorema sinusurilor aplicată în triunghiul OAM, avem:  

        
rd)sin(

sin;
rd

r
)sin(

sin
)sin(

rd
sin

r
sin +

=
β+α

β
+

=
β+α

α
⇒

β+α
+

=
α

=
β

ll  

deci se obţine:        
rd

GS;
rd

rGN
+

=
+

=
l      (d) 

 
1.4.3. Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă cu frecare 
(coeficientul de frecare fiind µ) pe un semicerc de rază R. De inel sunt legate 
două fire care trec fără frecare prin inelele fixe A1 şi A2 (fig.1.4.3).  La capetele 
firelor sunt legare două corpuri de greutăţi G1 şi G2 . Se cere să se determine 
raportul greutăţilor 21 G/G  pentru ca inelul să rămână în repaus pentru un 
unghi θ  dat. 
       Rezolvare:  

a) Se consideră mai întâi că inelul M are 
tendinţa de alunecare spre punctul A1  (fig. 
1.4.3.b);  se aleg ca axe de coordonate 
tangenta şi normala la cerc în punctul M  
Ecuaţia de echilibru se scrie:  

  021 =+++ NTSS  ;   (a) 

 
   
 
 
 
 
 

sau în proiecţii pe axe:   

0
22

0

0
22

0

21

21

=+
θ

−
θ

−⇒=

=−
θ

−
θ

⇒=

∑

∑

NcosSsinSY

TsinScosSX

i

i

     (b) 

      Condiţia fizică a frecării este:  NT µ≤ .        (c) 

Din ecuaţiile (b) rezultă:      

 
2222 2121

θ
+

θ
=

θ
−

θ
= cosSsinSN;sinScosST     (d) 

A1 A2 
r 

θ 

O 

G1
G2 

M 

Fig.1.4.3.a 

b. 

x 

y 

r 
θ

θ/2 

O 

S1 
S2 

T N 
Tendinta 
de miscare

Fig. 1.4.3 c. 

x 

y 

r 
θ

θ/2 

O 

S1 
S2 T 

N 
Tendinta 
de miscare
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care introduse  în (c) şi ţinînd seama că tensiunile din fir pentru cele două ramuri 
ale firului au mărimile S1=G1 şi  S2=G2 , conduc la:  

22

22
2

1

θ
µ−

θ

θ
µ+

θ

≤
sincos

cossin

G
G         (e) 

b. Se considră acum cealaltă tendinţă de alunecare a inelului M spre punctul A2 
(fig. 1.4.3.c), ecuaţiile de echilibru se scriu analog cu cele din primul caz, 
schimbând semnul din faţa lui µ şi sensul inegalităţii (e) 

 

22

22
2

1

θ
µ+

θ

θ
µ−

θ

≥
sincos

cossin

G
G                (f) 

Deci valorile pe care le poate lua raportul 21 G/G , sunt cuprinse în 
intervalul:  

22

22

22

22
2

1

θ
µ−

θ

θ
µ+

θ

≤≤
θ

µ+
θ

θ
µ−

θ

sincos

cossin

G
G

sincos

cossin
,         (g) 

care se mai scrie sub forma:     







 ϕ+
θ

≤≤





 ϕ−
θ

22 2

1 tg
G
Gtg        (h) 

 
1.4.4.  Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă  cu 
frecare pe un cerc de rază r. De inel sunt legate două fire care trec prin două 
inele fixe în A1 şi  A2 fără frecare. La capetele firelor sunt legate două corpuri 
de greutăţi  G1 şi G2 (ca în fig.1.4.4.a). Se cere  raportul 21 G/G  pentru ca 
punctul M să rămână în repaus în poziţia dată de unghiul θ, dacă se consideră 
cunoscute coeficientul de frecare  µ  şi θ. 

 
Rezolvare:  
1. Se consideră mai întâi că inelul M are 
tendinţa de alunecare spre punctul A1  (fig. 
1.4.4.b);  se aleg ca axe de coordonate 
tangenta şi normala la cerc în punctul M  
Ecuaţia de echilibru se scrie:  

  021 =+++ NTSS  ;   (a) Fig. 1.4.4.a 

A1 

A2 

r 

θ

O 

G1 

G2 
M 
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sau în proiecţii pe axe:  

0
242

0

0
242

0

21

21

=+
θ

−
π

−
θ

−⇒=

=−
θ

−
π

−
θ

⇒=

∑

∑

N)sin(SsinSY

T)cos(ScosSX

i

i

    (b) 

 condiţia fizică a frecării: NT µ≤ ,         (c) 

Înlocuind în (c) expresiile lui N şi T rezulatate din ecuaţiile (b)  avem: 





 θ

−
π

+
θ

µ≤
θ

−
π

−
θ )sin(SsinS)cos(ScosS

242242 2121    (d) 

şi ţinînd seama că tensiunile din fir pentru cele două ramuri ale firului au 
mărimile: S1=G1 şi  S2=G2  se obţine: 

22

2424
2

1

θ
µ−

θ

θ
−

π
µ+

θ
−

π

≤
sincos

)sin()cos(

G
G         (e) 

b) Se consideră cealaltă tendinţă de alunecare a inelului M (spre A2, fig.1.4.4.c), 
ecuaţiile de echilibru se scriu analog, obţinându-se, prin schimbarea semnului 
din faţa lui µ şi a sensului inegalităţii (e) relaţia: 

 

22

2424
2

1

θ
µ+

θ

θ
−

π
µ−

θ
−

π

≥
sincos

)sin()cos(

G
G           (f) 

Condiţia finală de echilibru deci se scrie: 

22

2424

22

2424
2

1

θ
µ−

θ

θ
−

π
µ+

θ
−

π

≤≤
θ

µ+
θ

θ
−

π
µ−

θ
−

π

sincos

)sin()cos(

G
G

sincos

)sin()cos(
  (g) 

sau forma echivalentă: ( )
( )

( )
( )ϕ+θ

ϕ−θ−π
≤≤

ϕ−θ
ϕ+θ−π

2
24

2
24

2

1

/cos
//cos

G
G

/cos
//cos  (h) 

Fig. 1.4.4.b. 
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1.4.5. Culisa M de greutate G1 se poate deplasa cu frecare pe bara verticală 
OB, coeficientul de frecare de alunecare fiind cunoscut: µ  Culisa este legată de 
greutatea G2 prin intermediul unui fir şi a unui scripete fără  frecare A. Se 
cunosc:  AB = a şi  BM = h (fig.1.4.5.a). Se cere  greutatea G2 pentru ca 
echilibrul să aibă loc în poziţia din figură. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rezolvare: 

a) Faţă de sistemul de axe Oxy, pentru tendinţa de deplasare a culisei în jos (fig. 
1.4.5.b) forţele care acţionează asupra culisei sunt indicate în figură; ecuaţiile 
de echilibru în proiecţii pe cele două axe se scriu: 

 




=−α+
=α−

⇒




=

=

∑
∑

0
0

0
0

12

2

GcosGT
sinGN

Y
X

i

i       (a) 

 NT µ≤ ,  condiţia fizică a frecării      (b) 

ţinând seama că tensiunea din fir este S2=G2, rezultă:        

αµ+α
≥

sincos
GG 1

2        (c) 

b)  Pentru tendinţa de deplasare în sus a culisei (fig. 1.4.5.c) forţa de frecare 
T acţionează în sens invers faţă de primul caz, ecuaţiile de echilibru se scriu 
analog cu cele din primul caz, schimbând în relaţia (c) semnul din faţa lui µ 

şi sensul inegalităţii:
αµ−α

≤
sincos

GG 1
2      (d) 

 Condiţia finală de echilibru se scrie: 

αµ−α
≤≤

αµ+α sincos
GG

sincos
G 1

2
1          (e) 

sau sub forma echivalentă:  

BA 

G1 

G2 

M 

Fig. 1.4.5.a 
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O O 
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1

22

21

22

G
ah
haGG

ah
ha

⋅
µ−
+

≤≤⋅
µ+
+      (f) 

 
 
 

PROBLEME PROPUSE 
 

1.4.6. Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă cu frecare 
(µ coeficientul de frecare) pe un semicerc de rază R. De inel sunt legate: un 
corp de greutate G3 şi două fire care trec fără frecare peste inelele fixe A1 şi A2 
(fig.1.4.6).  La capetele firelor sunt legate două corpuri de greutăţi G1 şi G2 .  
Se cere raportul greutăţilor 21 G/G  pentru ca inelul să rămână în repaus pentru 
unghiul θ  dat. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.4.7. Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă cu frecare 
(µ coeficientul de frecare) pe un sfert de cerc de rază R. De inel sunt legate: un 
corp de greutate G3 şi două fire care trec fără frecare peste inelele fixe A1 şi A2 
(fig.1.4.7).  La capetele firelor sunt legate două corpuri de greutăţi G1 şi G2 .  
Se cere raportul greutăţilor 21 G/G  pentru ca inelul să rămână în repaus pentru 
unghiul θ  dat. 
 
1.4.8. Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă cu frecare 
(µ1 coeficientul de frecare) pe un sfert de cerc de rază R. De inel sunt legate 
două fire care trec fără frecare peste inelele fixe A1 şi A2 . La capetele firelor 
sunt legate două corpuri de greutăţi G1 şi G2 , firul care susţine corpul de 
greutate G2 fiind trecut cu frecare (µ2 coeficientul de frecare) peste un cilindru 
fix (ϕ=π/2)(fig.1.4.8).  Se cere raportul greutăţilor 21 G/G  pentru ca inelul să 
rămână în repaus pentru unghiul θ  dat. 

Fig. 1.4.6 

R 

θ 

O 

G2

M
G1 

G3 

A2 A1 

Fig. 1.4.7 

R

θ

O

G2

M
G1 

G3 

A1 

A2 
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1.4.9. Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă cu frecare 
(µ1 coeficientul de frecare) pe un sfert de cerc de rază R. De inel sunt legate 
două fire care trec fără frecare peste inelele fixe A1 şi A2 . La capetele firelor 
sunt legate două corpuri de greutăţi G1 şi G2 , firul care susţine corpul de 
greutate G2 fiind trecut cu frecare (µ2 coeficientul de frecare) peste un cilindru 
fix (ϕ=π/2)(fig.1.4.9).  Se cere raportul greutăţilor 21 G/G  pentru ca inelul să 
rămână în repaus pentru unghiul θ  dat. 

Fig. 1.4.8 
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Fig. 1.4.9 
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CAPITOLUL  II 
REDUCEREA  FORŢELOR 

APLICATE SOLIDULUI  RIGID 
 
 

REZUMAT DE TEORIE 
a. Momentul unei forţe în raport cu un punct 

O noţiune foarte importantă utilizată în 
Mecanica corpului rigid este aceea de 
moment al unei forţe F  faţă de un punct 
oarecare O (forţa F  este aplicată într-un 
punct oarecare A din spaţiu O ≠ A) care 
se defineşte prin : 

FOA)F(M O ×=  

Din   definiţia    produsului   vectorial   dată în  capitolul I , rezultă  că  
momentul unei forţe F  faţă de un punct O, este un vector aplicat în punctul O, 
perpendicular pe vectorii FsiOA , sensul său fiind determinat de sensul de 
rotaţie al lui F , după regula şurubului drept iar mărimea sa dată de: 

 dFsinFOA)F(M O ⋅=α⋅⋅=  

unde: α este ungiul dintre FsiOA  iar d este distanţa de la punctul O la 
suportul forţei F  (braţul forţei, vezi fig. SB2.1). 

 Dacă punctul O este originea sistemului  cartezian de axe, punctul A are 
coordonatele A(x,y,z) iar expresia analitică a forţei este: kZjYiXF ++= , 
atunci expresia analitică a momentului forţei F faţă de O este: 

k)yXxY(j)xZzX(i)zYyZ(
ZYX
zyx
kji

FOA)F(M O −+−+−==×=  

 Componentele lui )F(M O  :   yXxYN;xZzXM;zYyZL −=−=−=  ,  

reprezintă momentul forţei F  faţă de cele trei axe Ox, Oy, Oz (aşa cum rezultă 
din paragraful următor). 
 

b. Momentul unei forţe în raport cu o axă oarecare 

A 
O 

α 

d 

)F(MO F

Fig.SB2.1 
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 O altă noţiune importantă utilizată în Mecanica corpului rigid este aceea 
de  moment  al  unei  forţe  F   faţă  de  o  axă ∆, care se defineşte ca proiecţia 
momentului forţei F  faţă de un punct, care aparţine axei ∆, pe această axă: 

 

ZYX
zyx
cba

)FOA()F(M

)F(M)F(Mpr)F(M OO

=×⋅δ=

⋅δ==

∆

∆∆

 

unde: kcjbiavers ++=∆=δ  

Se observă că dacă ∆ coincide cu axa Ox: 

 iversOx ==δ   

momentul forţei F  în raport cu axa Ox este:  LzYyZM Ox =−= . 

Analog: ;NyXxYM;MxZzXM OzOy =−==−=  

  
c. Torsorul de reducere al unui sistem de forţe într- un punct 

 Dacă se consideră o forţă iF aplicată într-un punct Ai al unui rigid, efectul 
acestei forţe este acelaşi cu efectul celor două elemente de reducere  a forţei într-
un punct  O:   forţa iF  şi momentul forţei în raport cu punctul O )F(M iO : 

      
Oinaplicate

)F(M
F

AinaplicataF

iO

i

ii









⇔

⇔

 

Dacă se consideră un sistem de forţe iF  
aplicate în punctele (Ai)i=1,2,…n şi se face 
reducerea pentru fiecare forţă a sistemului 
în punctul O , prin însumarea forţelor şi 
momentelor concurente rezultate se 
obţine un sistem echivalent cu sistemul 
dat format din două elemete (fig.SB2.3):  

- Rezultanta: ∑
=

=
n

i
iFR

1
 

- Momentul rezultant: 

 ∑∑
==

×==
n

i
ii

n

i
iOO FOA)F(MM

11
. 

A 
O

α 
δ )F(MO

F

Fig.SB2.2 

∆ 

β )F(M∆

An O 
OM

1F

Fig.SB2.3 
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2F

iF

nF

Ai 
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R
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    Perechea formată din OMsiR  se numeşte torsorul de reducere al 

sistemului de forţe în punctul O: τO. 

d. Torsor minimal.   Axa centrală  
Dacă se consideră un alt punct O' în care 
se face reducerea sistemului de forţe 

(O'≠O) rezultanta ∑
=

=
n

i
iFR

1
 nu se 

modifică (primul invariant) iar momentul 
rezultant se modifică conform relaţiei: 

R'OOMRO'OMM OO'O ×−=×+=  

Deci torsorii de reducere  în O şi O' se  
scriu:   





×−=
τ





τ
R'OOMM

R
:;

M
R

:
O'O

'O
O

O  

 

Dacă se înmulţeşte scalar relaţia de mai sus cu R , se obţine: 
ctRMRM O'O =⋅=⋅  ; constanta acesta se numeşte trinomul invariant (al doilea 

invariant). Dacă se împarte trinomul invariant la modulul rezultantei se obţine 
proiecţia momentului rezultant pe direcţia rezultantei:  

 R/RMM OR ⋅=  

 Pentru anumite puncte de reducere din spaţiu, torsorul de reducere este 
format din doi vectori coliniari )M;R( R şi se numeşte torsor minimal:  







⋅
⋅

=τ
R
R

R
RMM;R: O

Rmin  

 Axă centrală reprezintă locul geometric al punctelor din spaţiu unde 
făcând reducerea sistemului de forţe, rezultanta şi momentul rezultant sunt doi 
vectori coliniari;  axa centrală este dată de ecuaţiile: 

  
Z

yXxYN
Y

xZzXM
X

zYyZL +−
=

+−
=

+−   

sau sub forma parametrică: 









−+λ=
−+λ=
−+λ=

⇔λ+
×

=ρ
2

2

2

2

R/)YLXM(Zz
R/)XNZL(Yy
R/)ZMYN(Xx

R
R

MR o  

An 

O 
OM

1F

Fig.SB2.3 
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2.1. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORŢE COPLANARE 
PROBLEME REZOLVATE 

2.1.1. Asupra cadrului dreptunghiular din figura 2.1.1.a având laturile 

 OA=a, OC=2a, acţionează forţele coplanare: F1=F2= F2  înclinate cu 
unghiul 4/π=α   şi F3 = 2F ca în fig. 2.1.1.a. 
 Se cer :  1) Torsorulul de reducere în punctul O. 

                2) Ecuaţia suportului rezultantei R , prin tăieturi. 
  Rezolvare :  

1) Se scriu expresiile analitice ale vectorilor forţe: 

    
iFiFF

)ji(Fj)sinF(i)cosF(F
)ji(Fj)sinF(i)cosF(F

233

222

111

−=−=

+−=α+α−=

+=α+α=

    (a) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Rezultanta sistemului este:   jFiFRFR ii
22

3

1
+−=⇒Σ=

=
  (b) 

  Momentul rezultant faţă de O este:       (c) 

   
kaFM)iF()jaia(

FF
aa

kji
)ji(FjaM

FOBFODFOC)F(MM ii

32
0

022 00

3210

3

10

=⇒−×++
−

++×=

×+×+×=Σ=
=

 

  Torsorulul de reducere în punctul  O este deci: 

  




===⇒=

==−=⇒+−=

aFN;MLkaFM
Z,FY;FXjFiFR

303
02222

0

    (d) 

α α 
F1 

y 

D C 

F2

B 

x 
O 

A 

Fig. 2.1.1.a 

F3 

a 

a

a

y

D C

xOMO

A 

R

R

Fig. 2.1.1.b 

Axa central\ 

Q (0, 3a/2)

P (3a/2,0)
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2) Ecuaţia axei centrale:  
Z

yXxYN
Y

xZzXM
X

zYyZL +−
=

+−
=

+−   

     pentru valorile de mai sus  se scrie:        

 






=

=+
⇒

−−
==

− 0
2

3

0
223

2
2

2
2

z

ayxFyFxaF
F
Fz

F
Fz     (e) 

     Axa centrală este o dreaptă definită prin tăieturile ei:  
P(3a/2,0)  şi   Q(0,3a/2)         (f) 

Sistemul de forţe este echivalent cu torsorul )M,R( Oτ de reducere în 
punctul O, sau sistemul de forţe este echivalent cu o rezultantă unică R  
situată pe axa centrală (întrucât în acest caz: 00 00 =⋅=⊥ MRsau,MR ). 

 
2.1.2.  Se consideră o placă dreptunghiulară având laturile OA =2a, OC=4a 
(fig. 2.1.2.) asupra căreia acţionează un cuplu în O şi 4 forţe coplanare 
respectiv în A1, A2, A3, A4 înclinate cu: π=απ−=απ=α=α 4321 440 ;/;/;  şi 
având modulele date: aFM 4= ;FF;FF 2221

== ;FF 233 =  

FF 44 = . Se cere :   

1) Torsorul de reducere în punctul O. 
2) Ecuaţia axei centrale prin tăieturi (xP, yQ)  
3) Cu ce este echivalent sistemul? 
  

Rezolvare 
1. Expresiile analitice ale forţelor, cuplului  

1M şi momentelor faţă de O sunt: 

    

( )kXyYx)F(M
;kMM

j)sinF(i)cosF(F

;jYiXF

PppppO

ppppp

pPp

−=

=

α+α=

+=

11

 (a) 

Introducând valorile rezultă: 

kaFM;kaF)F(M;kaF)F(M;)F(M;)F(M
iFF;jFiFF;jFiFF;iFF

OOOO 481500
43322

14321

4321

==−===

−=−=+==
 (b)

  

α2

α3 

F1 

y

C

F2

B 

xO A 

Fig. 2.1.2 
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Rezultanta sistemului este prin urmare:  

FsinFYFcosFXFR pppppppp
−=αΣ==αΣ=⇒Σ=

===

4

1

4

1

4

1
2    (c)

 Momentul rezultant faţă de O este: 

   kaFM)F(MM pOpO 31

4

1
−=+Σ=

=
      (d) 

2. Ecuaţia axei centrale pentru sistemul de forţe dat este: 
    0=+− yXxYN  :        x+2y=3a      (e) 

Axa centrală este definită prin tăieturile (fig S2.2.2.a): 
P(N/Y,0)   xP=3a;    yP=0  si  Q(0,-N/X) xQ=0;    yQ=3a/2;   (f) 

3. Sistemul de forţe este echivalent cu torsorul de reducere în punctul O: 
)M,R( Oτ  sau cu o rezultantă unică R  situată pe axa centrală (întrucât în  

cazul unui sistem coplanar de forţe: 00 00 =⋅=⊥ MRsau,MR ). 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

PROBLEME PROPUSE 
Se consideră placa plană având forma şi dimensiunile din figură (fig. 2.1.3 
...2.1.6.) asupra căreia acţionează un cuplu şi 4 forţe coplanare respectiv în A1, 
A2, A3, A4 înclinate având modulele şi direcţiile  date. 
 Se cere :   
1) Torsorul de reducere în punctul O; 
3) Ecuaţia axei centrale şi trasarea ei prin tăieturi ; 

y 

C 
B

xO A

Fig. 2.1.2.a 

2a

4a

MO 
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REZULTATELE PROBLEMELOR PROPUSE 
Nr. probl. Torsorul în O 

  τO 
Ecuaţia axei centrale Punctele de inters. Ox 

şi Oy 
0 1 3 4 

2.1.3 
 





−=
+−=

τ
kaFM

jF,iF,R:
O

O 12
4382  

3,4x-2,8y=-12a P(-3.53a,0) 
Q(0,4,29a) 

2.1.4 
 





=
+=

τ
kaFM

jFiFR:
O

O 2
33  

3x-3y=2a P(2a/3,0) 
Q(0,-2a/3) 

2.1.5 
 





=
+−=

τ
kaFM

jFiFR:
O

O 4
23  

2x+3y=4a P(2a,0) 
Q(0,4a/3) 

2.1.6 
 





−=
+−=

τ
kaFM

jFiFR:
O

O
33  

3x+3y=-a P(a/3,0) 
Q(0,a/3) 

2.1.7 
 





−=
−=

τ
kpaM
japiapR:

O
O 2

3  
x+3y=23a P(23a,0) 

Q(0,23a/3) 

2.1.8 
 





−=
+=

τ
kpa,M
japiapR:

O
O 2511

45  
4x-5y=-11,5a P(-2,875a,0) 

Q(0,2,3a) 

 
 
 

ALGORITMUL  DE  CALCUL  UTILIZAT PENTRU   
PROGRAMUL EXCEL  ŞI  REZULTATELE  OBŢINUTE 

Algoritmul de calcul în EXCEL pentru datele concrete ale problemei 
2.1.2.  

DATE DE INTRARE 
 A B C D E F G H I J K L M 

Nr. x1/a y1/a F1/F cosα1 sin α1 x2/a y2/a F2/F cosα2 sin α2 x3/a y3/a F3/F 

1 1 0 1 1 0 2 2 2.8284 0.7071 0.7071 1 4 4.2426

   DATE DE IEŞIRE 
     N O P Q R S T U V W 
cosα3 sin α3 x4/a y4/a F4/F cosα4 sin α4 M4/aF X/F=  

ΣFi cosαi /F 
Y/F=  

ΣFi sinαi  /F 
        C*D+H*I+ 

M*N+R*S 
C*E+H*J+ 
M*O+R*T 

0.7071 -0.7071 0 2 4 -1 0 4 2 -1 
 

X Y Z AA AB AC AD AE 
ΣxiFisinαi  

/aF 
ΣyiFi cosαi  

/aF 
Moz/aF =M1 
+(ΣxiFisinαi - 
ΣyiFi cosαi)/aF 

xP/a yQ/a xJ/a yJ/a MJz/aF = 
 (-xJ*Y+yJ*X)/aF 

+Moz/aF 
A*C*E+F*H*J+ 
 K*M*O+P*R*T 

B*C*D+G*H*I+ 
L*M*N+Q*R*S 

X - Y + U Z / W -Z / V   -AC*W+AD*V+Z 
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1 8 -3 3 1.5 0 5 7 
2.2.   REDUCEREA SISTEMELOR DE FORŢE PARALELE  

PROBLEME REZOLVATE 
2.2.1 Se consideră un  cub de latură a asupra căriua se apică un sistem de cinci 
forţe paralele verticale 54321 F,F,F,F,F  respectiv în punctele: A1 (a,0,0); A2 
(0,a,0); )/a,,/a(A);,/a,/a(A);a,a,/a(A 2020222 543 ( vezi fig. 2.2.1.a). 
Forţele au acelaşi modul: FFFFFF 254321 ===== .  Se cere :   

1) Torsorulul de reducere în O;  
2) Ecuaţia axei centrale; 
3) Poziţia centrului forţelor paralele. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rezolvare: 
1) Expresiile analitice ale vectorilor şi ale rezultantei acestora, sunt: 

   
FZ;YXkFR
kFFFF,kFFF

202
22 54321

===⇒=⇒

===−==
      (a) 

 Expresia analitică a momentului rezultant este: 

55443322110

5

10 FAOFAOFAOFAOFAO)F(MM ii
×+×+×+×+×=Σ=

=
 

 .N;aFM;aFLjaFiaFM 00 ===⇒−=⇒     (b) 

2) Ecuaţia generală axei centrale se scrie: 



 ∈==⇒=

+−
=

− Rzayx
F

FxFaFyFa
22

0
0

42
0

42   (c) 

Întrucât pentru toate sistemele de forţe paralele avem îndeplinită condiţia: 

 00 00 =⋅=⊥ MRsau,MR  sistemul se reduce la o rezultantă R  situată 
pe axa centrală care este paralelă cu forţele (cu axa Oz). ( fig. 2.3.1.b).  
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F3 

Fig. 2.2.1.a 
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Centrul vectorilor forţă paraleli C (ξ, η, ζ) se determină cu ajutorul relaţiilor: 

ii

iii

ii

iii

ii

iii

F

zF
,

F

yF
,

F

xF
5

5

5

5

1
5

5

1

Σ

Σ
=ζ

Σ

Σ
=η

Σ

Σ
=ξ ==        (d) 

Înlocuind valorile corespunzătoare, centrul vectorilor paraleli C are 

coordonatele :  





⇒=ζ=η=ξ

2
3

222
3

22
a,a,aCa,a,a    (e) 

 
2.2.2. Se consideră un  cub de 
latură 2a asupra căriua se apică 
un sistem de 6 forţe în centrele 
feţelor cubului de latură 2a având 
direcţia lui OBi ,  i=1,2,3,4 (fig. 
2.2.2) de module: 

;FF;FF;FF 32 321
===

FF;FF;FF 654
654 ===  

 Se cere :   
1) Torsorulul de reducere în O;  
2) Ecuaţia axei centrale; 
3)  Centrul forţelor paralele  

 
Rezolvare: 

1)  Expresiile analitice ale vectorilor paraleli  şi ale rezultantei acestora, sunt: 
iiiiiii OBvers)cosF(ROBverscosFF ⋅αΣ=⇒⋅α=   (a) 

     unde versorul direcţiei iOB  se scrie:
222 )z()y()x(

kzjyix
OB
OBOBvers

BiBiBi

BiBiBi

i

i
i

++

++
==  

Expresia analitică a momentului rezultant este: 

)OBversAO(F)F(MM iiiiiO ×=Σ= ∑
= 0

5

1
 

2) Ecuaţia axei centrale:  
Z

yXxYN
Y

xZzXM
X

zYyZL +−
=

+−
=

+−  

3) Centrul vectorilor forţă paralele C (ξ, η, ζ) se determină cu ajutorul relaţiilor: 

ii

iii

ii

iii

ii

iii

F

zF
,

F

yF
,

F

xF
5

5

5

5

1
5

5

1

Σ

Σ
=ζ

Σ

Σ
=η

Σ

Σ
=ξ ==        (b) 
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ALGORITMUL  DE  CALCUL  UTILIZAT PENTRU   
PROGRAMUL EXCEL  ŞI  REZULTATELE  OBŢINUTE 

DATE DE INTRARE 
 A B C D E F G H I J 

Nr. x1/a y1/a z1/a F1/F cosα1 x2/a y2/a z2/a F2/F cosα2 

1 1 1 0 1 -1 1 1 2 2 1 
 

K L M N O P Q R S T U 

x3/a y3/a z3/a F3/F cosα3 x4/a y4/a z4/a F4/F cosα4 x5/a 

0 1 1 3 1 2 1 1 4 -1 1 

   

V W X Y Z AA AB AC AD AE AF AG 

y5/a z5/a F5/F cosα5 x6/a y6/a z6/a F6/F cosα6 xB/a yB/a zB/a 

0 1 5 1 1 2 1 6 -1 2 2 2 

DATE DE IEŞIRE 
AH AI AJ AK AL 

ΣFixicosαi / aF ΣFiyicosαi / aF ΣFizicosαi / aF ∆x= versOBx ∆y=versOBy

A*D*E+F*I*J+K*N*O+P*S
*T+U*X*Y+Z*AC*AD 

B*D*E+G*I*J+L*N*O+Q*
S*T+V*X*Y+AA*AC*AD

C*D*E+H*I*J+M*N*O+R*
S*T+W*X*Y+AB*AC*AD

AE/SQRT(AE^ 2+ 
AF^2+AG^2) 

AF/SQRT(AE^ 
2+ AF^2+AG^2)

-8 -12 2  0,57735 
 

AM AN AO AP AQ AR 

∆z=versOBz R/ F = 

ΣFicosαi/F 

X/ F = 

∆x.R /F 

Y/ F = 

∆y.R /F 

Z/ F = 

∆z.R /F 

MOx/aF =∆Z ΣFi yicosαi/aF

 -∆y ΣFi zi cosαi/aF 
AG/SQRT(AE^2+AF^

2+AG^2) 
D*E+I*J+N*O+S*
T+X*Y+AC*AD 

AN*AK AN*AL AN*AM AM*AI - AL*AJ 

0,57735 -1 -0,57735 -0,57735 -0,57735 -8,0829 
 

AT AU AV AW AX AY 

MOy/aF =∆x ΣFi zi 
cosαi/aF-   

-∆z ΣFi xi cosαi/aF 

MOz/aF =∆y ΣFi xi 
cosαi/aF – 

-∆x ΣFi yi cosαi/aF 

R.MO/a2F= (X.MOx+ 
Y.MOy 

+ Z.MOz )/a2F =0  
(verificare) 

ξ/a η/a ζ/a 

AK*AJ - AM*AH AL*AH - AK*AI AO*AR+AP*AT+AQ*AU AH/AN AI/AN AJ/AN 

5,7735 2,3094 0 8 12 -2 
 

S-au obţinut deci următoarele rezultate pentru  problema 2.2.2: 
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1) Torsorul de reducere în O:  





++−=

−−=
τ

kaF,jaF,iaF,M
jF,iF,R

:
309277350838

57705770

0

0     (c) 

2) Ecuaţia axei centrale: 

F,
Fy,Fx,aF,

F,
Fx,Fz,aF,

F,
Fz,Fy,aF,

5770
577057703092

5770
577057707735

5770
577057700838

+−
=

=
+−

=
+−−

 (d) 

Întrucât pentru toate sistemele de forţe paralele avem: 

  00 00 =⋅=⊥ MRsau,MR  sistemul se reduce la o rezultantă R  situată 
pe axa centrală care este paralelă cu forţele (cu axa Oz).  
3) Centrul forţelor paralele are coordonatele: 

 ( )a,a,aCa,a,a 21282128 −⇒−=ζ=η=ξ     (e) 

 

PROBLEMĂ PROPUSĂ 
2.2.3 Se consideră sistem de  forţe paralele verticale 4321 F,F,F,F care se aplică  
respectiv în punctele: A1 (3a,a,0); A2 (a,2a,0); A3 (2a,-a,0); A2 (-2a,5a,0);  (fig. 
2.2.1.a). Forţele au  modulele: FF;FF;FF;FF ==== 4321 935 .  Se cer:   

1)Torsorulul de reducere în O;  
2)Ecuaţia axei centrale şi poziţia centrului forţelor paralele. 
  
 
 
 
 
 
 

Rezultate: 

1)Torsorul de reducere în O: 




+−=

=
τ

jaFiaFM
kFR

:
813

6

0
0  

2)Ecuaţia axei  centrale şi centrul vectorilor paraleli:  





 −−== 0

6
13

3
4

6
13

3
4 ;a;aC;ay;ax  

z 

Fig. 2.2.3
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2.3. REDUCEREA SISTEMELOR SPAŢIALE  
       DE FORŢE ŞI CUPLURI.  

 
 PROBLEME REZOLVATE 
 

2.3.1 Se consideră un cub rigid de latură a, asupra căruia acţionează forţele: 
4321 F,F,F,F  ca în figura 2.3.1.a.  Mărimile acestor forţe sunt cunoscute:  

FF,FFF,FF 23 4321 ==== .   Se cer:  

  1) Torsorul de reducere în punctul O;    2) Torsorul de reducere în punctul B'; 
  3) Ecuaţia axei centrale;    4) Cu ce este echivalent sistemul? 
        
 
 
 
 
 
 
 

 
Rezolvare:   

1) Expresiile analitice ale vectorilor forţă se scriu astfel: 

 )kji(F
a

kajaiaF
OB
OBFFversFF +−−=

+−−
=

′
′

==
3

31111  

 
FZ,YXkFFR

kFFversFF;jFFversFF;iFFversFF

i
i 303

2
4

1

444333222

===⇒==⇒

======

∑
=

   (a) 

şi expresiile analitice ale vectorilor moment: 

022
2

0

4321

4

1
00

=−==⇒−=

×++×+×+=

=×′+×′+×+×==∑
=

N,aFM,aFL)ji(FaM
kF)kaja(jFkaiF)jaia(

FCOFOOFOAFOB)F(MM i
i

  (b) 

2) Momentul rezultant în punctul B′ se calculează cu ajutorul relaţiei: 

F4 
C’

z 

B’ 

F2 

F3 

F1 

Fig. 2.3.1. a 
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)ji(aFkF)kajaia(jaFiaFROBMM OB 232 +−=×−−−+−=×′+=′  (c)  
Ecuaţia axei centrale se scrie:  

Z
yXxYN

Y
xZzXM

X
zYyZL +−

=
+−

=
+−  

 Rz,ay,ax
F

FxaFFyaF
∈==⇒=

+−
=

−
⇒

3
2

33
0

0
3

0
32    (d) 

şi este o dreaptă perpendiculară pe planul Oxy (paralelă cu axa Oz) care 
intersectează Oxy în punctul D(a/3, 2a/3, 0). 

4) Întrucât 00 =⊥⇒=⋅ Roo MsauRMRM , sistemul se reduce la un vector 
unic R  situat pe axa centrală. Prin urmare sistemul de forţe ( 4321 F,F,F,F ) 
aplicate în A1,A2,A3,A4 este echivalent cu: 

 a. un torsor )M,R( o  aplicat în O; 

b. o rezultantă unică R  aplicat într-un punct oarecare de pe axa centrală. 
 
 
2.3.2. Se consideră paralelipipedul dreptunghic rigid cu laturile: OA=3a , 
OC=4a , OO'=12a   asupra căruia acţionează  forţele 4321 F,F,F,F  după 
direcţiile diagonalelor AB’ CB’ CO’ respectiv AO’  (fig.2.3.2.a.). Forţele au 
mărimile:  173124 4231 FFF,FFF ====   

Se cere:  1) Torsorul de reducere în O;        
2) Ecuaţia axei centrale;  

       3) La ce se reduce sistemul? 
   
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Rezolvare: 
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1) Expresiile analitice ale celor patru forţe sunt: 

   )ki(F
a

kajaF
BA
BAFFversFF 34

104
1241041111 +=

+
=

′
′

==   (a) 

    )ki(F
a

kaiaF
BC
BCFFversFF 43

173
1231732222 +=

+
=

′
′

==  

    )kj(F
a

kajaF
OC
OCFFversFF 34

104
1241043333 +−=

+−
=

′
′

==  (a) 

 )ki(F
a

kaaiF
OA
OAFFversFF 43

173
1231734444 +−=

+−
=

′
′

==  

 Expresiile rezultantei şi al momentului rezultant în punctul O vor fi: 

FZ,YXkFFR ii
48048

4

1
===⇒=Σ=

=
      (b) 

)c(N,aFM,aFL
jaFiaFM

FF
a

kji

FF
a

kji

FF
a

kji

FF
a

kji
M

FOAFOCFOCFOA)F(MM ii

07296
7296

1203
003

1240
040

403
040

1204
003

0

0

43210

4

10

===⇒
−=⇒

−
+

−
++=

×+×+×+×=Σ=
=

2)     Ecuaţia axei centrale se scrie: 

     
F

FxaFFyaF
48

0
0

4872
0

4896
=

+−
=

−      (d) 

arbitrarz,ay,ax ===⇒ 2
2

3  , deci axa centrală este paralelă cu Oz 

fiind chiar axa de simetrie a paralelipipedului, (vezi fig. 2.3.2.b). 

Ecuaţia axei centrale sub formă vectorială se scrie:  ;R
R

MR o λ+
×

=ρ 2  sau 

      λ++−λ+
−

−=++ )kji(F
aFaFaF
FFF
kji

F
kzjyix 232

13142
232

17
1

2  

Deci ecuaţiile parametrice ale axei centrale se scriu: 



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

42

λ+=λ+=λ−= Faz;Fay;Fax 2
17
223

17
302

17
67     (e) 

3) Întrucât RMRM oo ⊥⇒=⋅ 0 ,sistemul se reduce la o rezultantă unică R  
situată pe axa centrală, (vezi fig. 2.1.2.b). 

 

2.3.3. Se consideră sistemele formate din trei forţe 321 F,F,F şi trei cupluri 

zyx M,M,M   ce acţionează asupra unui paralelipiped având forma şi 
dimensiunile precizate în fig. 2.3.3; orientarea forţelor 321 F,F,F este dată de 
vectorii  EF,CD,AB , iar orientarea celor trei cupluri este după cele trei axe 
de coordonate (Ox, Oy, Oz). Se dau modulele acestor forţe şi cupluri:  

;aFM;MM;FF;FF;FF zyx 202522 321 ======  

Să se determine: 
1. Torsorul de reducere al sistemului, în punctul O;  
2. Torsorul minimal;  
3. Ecuaţia axei centrale;  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Pentru creerea algoritmului de calcul în EXCEL pentru problema 2.3.3. s-
au utilizat următoarele relaţii: 
¾ Expresiile analitice ale celor patru vectori: 

z

Fig. 2.3.3 

C(0,a,3a)

G(a,4a,2a)

D(4a,4a,3a)

A(4a,3a,0)

O
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B(2a,0,3a) F2

F1

F3

Mz

E(a,0,2a)
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1113322

2221111

MversMM;EFversFF;CDversFF

;
)zz()yy()xx(
k)zz(j)yy(i)xx(F

AB
ABFABversFF

ABABAB

ABABAB

⋅=⋅=⋅=

−+−+−
−+−+−

⋅=⋅=⋅=
(a) 

¾ Expresiile analitice ale momentelor celor 3 forţe în raport cu O: 

      

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )iXyYxiZxXziYzZyFOE)F(M

iXyYxiZxXziYzZyFOC)F(M

iXyYxiZxXziYzZyFOA)F(M

EEEEEEO

CCCCCCO

AAAAAAO

33333333

22222222

11111111

−+−+−=×=

−+−+−=×=

−+−+−=×=

 (b) 

¾ Componentele torsorului de reducere al sistemului în punctul O: 
kNjMiLM;kZjYiXR O ++=++=      (c) 

¾ Componentele torsorului minimal: 

kZ
R
MRjY

R
MRiX

R
MRM OOO

min 222

⋅
+

⋅
+

⋅
=      (d) 

¾ Componentele produsului vectorial : 
  k)YLXM(j)XNZL(i)ZNYN(MR O −+−+−=×    (e) 
din ecuaţia vectorială a axei centrale:  

( ) RR/MRkzjyix O λ+×=++=ρ 2       (f) 

Rezultatele calculelor conform relaţiilor de mai sus sunt: 
1. Torsorul de reducere în punctul O: 





−−=
++=

τ
)ki(aFM
)kji(FR:

O
O 64

322          (g) 

2. Torsorul minimal: 





−−−=
++=

τ
kaF,jaF,iaF,M

)kji(FR:
min

min 588240588305883
322     (h) 

3. Ecuaţia axei centrale sub formă parametrică:  

Faz;Fy;Fax λ+=λ=λ+−= 3
17
822

17
12     (i) 

Relaţiile de mai sus se regăsesc în următorul algoritm de calcul: 
 

ALGORITMUL  DE  CALCUL  UTILIZAT PENTRU 
PROGRAMUL  EXCEL  ŞI  REZULTATELE  OBŢINUTE  

DATE DE INTRARE 
 A B C D E F G H I J K L 

Nr. xA/a yA/a zA/a xB/a yB/a zB/a xC/a yC/a zC/a xD/a yD/a zD/a 

             
1 4 3 0 2 0 3 0 1 3 1 0 2 
M N O P Q R S T U V X Y Z 
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xE/a yE/a zE/a xF/a yF/a zF/a F1/F F2/F F3/F M1/aF vers M1x vers M1y vers M1z

             
4 4 3 1 4 2 4,6904 5 2 2 0 0 1 

DATE DE IEŞIRE 
AA AB AC 

(versF1)x (versF1)y (versF1)z 

(D1-A1)/SQRT((D1-A1)^2+ 
(E1-B1)^2+(F1-C1)^2) 

(E1-B1)/SQRT((D1-A1)^2+  
(E1-B1)^2+(F1-C1)^2) 

(F1-C1)/SQRT((D1-A1)^2+ 
(E1-B1)^2+(F1-C1)^2) 

-0,4264 -0,6396 0,6396 
 

AE AF AG 
(versF2)x (versF2)y (versF2)z 

(J1-G1)/SQRT((J1-G1)^2+ 
(K1-H1)^2+(L1-I1)^2) 

(K1-H1)/SQRT((J1-G1)^2+ 
(K1-H1)^2+(L1-I1)^2) 

(L1-I1)/SQRT((J1-G1)^2+ 
(K1-H1)^2+(L1-I1)^2) 

0,8 0,6 0 
 

AH AI AJ 
(versF3)x (versF3)y (versF3)z 

(P1-M1)/SQRT((P1-M1)^2+ 
(Q1-N1)^2+(R1-O1)^2) 

(Q1-N1)/SQRT((P1-M1)^2+ 
(Q1-N1)^2+(R1-O1)^2) 

(R1-O1)/SQRT((P1-M1)^2+ 
(Q1-N1)^2+(R1-O1)^2) 

0 1 0 
 

AK AL AM AN AO AP 
X/F Y/F Z/F R2/F2 (MOF1/aF)x (MO F1/aF)y 

AA1*S1+AE1*
T1+ AH1*U1 

AB1*S1+AF1*T1+ 
AI1*U1 

AC1*S1+AG1*T1
+ AJ1*U1 

AK^2+AL^2+ 
AM^2 

S1(B1*AC1-
C1*AB1) 

S1(C1*AA1-
A1*AC1) 

2 2 3 17 9 -12 
 

AQ AR AS AT AU AV 
(MOF1/aF)Z (MO F2/aF)x (MOF2/aF)y (MO F2/aF)z (MOF3/aF)x (MO F3/aF)y 
S1(A1*AB1-

B1*AA1) 
T1(H1*AG1-

I1*AF1) 
T1(I1*AE1-
G1*AG1) 

T1(G1*AF1-
H1*AE1) 

U1(N1*AJ1-
O1*AI1) 

U1(O1*AH1-
M1*AJ1) 

-6 -9 12 -4 -4 0 
 

AW AX AY AZ BA 
(MOF3/aF)z L/aF =   (MO /aF)x M/aF = (MO/aF)y N/aF = (MO /aF)z R.MO/aF2 

U1(M1*AI1-
N1*AH1) 

AO1+AR1+AU1+
X1*V1 

AP1+AS1+AV1+Y
1*V1 

AQ1+AT1+AW1+ 
Z1*V1 

AK1*AX1+AL1*AY1+AM1*AZ
1 

2 -4 0 -6 -26 
 

BB BC BD BE BF BG 
(Mmin/aF)x (Mmin/aF)y (Mmin/aF)z ( 2aF/MR O× )x ( 2aF/MR O× )y ( 2aF/MR O× )z

BA1*AK1/AN
1 

BA1*AL1/AN1 BA1*AM1/AN1 AL1*AZ1-
AM1*AY1 

AM1*AX1-
AK1*AZ1 

AK1*AY1-
AL1*AX1 

-3,0588 -3,0588 -4,5882 -12 0 8 
 

PROBLEME PROPUSE 
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Se consideră un paralelipiped rigid, asupra căruia acţionează forţele: 
4321 F,F,F,F  ca în figurile 2.3.4...2.3.10.  Mărimile acestor forţe sunt cunoscute.  

Se cer:  
  1) Torsorul de reducere în punctul O;    2) Torsorul de reducere în punctul C'; 
  3) Ecuaţia axei centrale sub formă parametrică;     
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CAPITOLUL  III 
CENTRUL MASELOR - CENTRE DE 

GREUTATE 
 
REZUMAT DE TEORIE 
Centrul de greutate pentru un sistem rigid continuu de puncte materiale 

are vectorul de poziţie ρ  şi coordonatele ( ζηξ ,, ) , date de relaţiile:  

( )

( )
dm

dmr

D

D

∫

∫
=ρ  ; ( )

( )

( )

( )

( )

( )
dm

zdm
,

dm

ydm
,

dm

xdm

D

D

D

D

D

D

∫

∫

∫

∫

∫

∫
=ζ=η=ξ    

Se deosebesc următoarele cazuri particulare: 

a. În cazul plăcilor omogene (dm=µSdA, µS=constant), expresiile vectorului de 
poziţie şi coordonatele centrului de greutate sunt date de relaţiile:  

 ( )

( )
dA

dAr

S

S

∫

∫
=ρ  ;        ( )

( )

( )

( )

( )

( )
dA

zdA
,

dA

ydA
,

dA

xdA

S

S

S

S

S

S

∫

∫

∫

∫

∫

∫
=ζ=η=ξ .  

b. În cazul barelor omogene (dm=µlds, µl=constant) expresiile vectorului de 
poziţie şi coordonatele centrului de greutate sunt date de relaţiile:  

( )

( )
ds

dsr

l

l

∫

∫
=ρ   ;         ( )

( )

( )

( )

( )

[ ]
ds

zds
,

ds

yds
,

ds

xds

l

l

l

l

l

l

∫

∫

∫

∫

∫

∫
=ζ=η=ξ   

Dacă un sistem (continuum material) se compune dintr-un număr p de 
subsisteme (S1), (S2),...,(Sp) având masele: M1, M2, ..., Mp şi centrele de masă 
(C1, C2,...,Cp) având vectorii de poziţie: ρ 1, ρ 2, ρ 2, ...ρ p, atunci vectorul de 
poziţie al centrului de masă al corpului se determină cu relaţia: 

 
∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

=

=

=

= =ζ=η=ξ
ρ

=ρ p

i
i

p

i
ii

p

i
i

p

i
ii

p

i
i

p

i
ii

p

i
i

p

i
ii

M

zM
,

M

yM
,

M

xM
;

M

M

1

1

1

1

1

1

1

1 ,   

Dacă un sistem material este rezultatul eliminării dintr-un sistem (S1) de 
masă M1 şi centru de masă C1, a unui sistem (S2) de masă M2 şi centru de masă 
C2 , atunci vectorul de poziţie al centrului de masă C este dat de: 

      
21

2211

21

2211

21

2211

21

2211

MM
zMzM,

MM
yMyM,

MM
xMxM;

MM
MM

−
−

=ζ
−
−

=η
−
−

=ξ
−

ρ−ρ
=ρ
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În tabelul următor sunt date formule pentru calculul centrelor de greutate 
ale unor corpuri omogene uzuale: 

 
Nr. 
crt. 

Tipul corpului 
omogen 

Figura Coordonatele centrului de 
greutate 

1 Bara omogenă de 
lungime L 

 

 

 

 

 

0
2

=η=ξ ;L
 

2 Bara omogenă: arc de 
cerc de rază R şi 

semideschiderea α 

 

 

 

 

 

0=η
α
α

=ξ ;sinR  

3 Placă omogenă în 
formă de sector 

circular de rază R şi 
semideschiderea α 

 

 

 

 

 

0
3
2

=η
α
α

=ξ ;sinR  

4 Placă omogenă în 
formă de segment de 

cerc de rază R şi 
semideschiderea α 

 

 

 

 

0
3
2 3

=η
αα−α

α
=ξ

cossin
sinR

 

5 Placă omogenă plana  
în formă de triunghi 

 

 

 

 

 ;yyy

;xxx

DBA

DBA

3

3
++

=η

++
=ξ

 

6 Corp omogen conic de 
înălţime h 

 

 

 

 

 4
3

00
h

;;

=ζ

=η=ξ
 

7 Corp omogen 
semisferic de rază R 

 

 

 

 

 8
3

00
R

;;

=ζ

=η=ξ
 

C(ξ,η) O
y

xα
α

A

B

R

αO
α C(ξ,η) 

x

y

B

A
R

C(ξ,η) O
y

xα
α

A

B

R

C(ξ,η) 

O

y

x
A

B

D

C(ξ,η,ζ)

O y
x

z
O'

R

y

A
O x

C(ξ,η) 

L

z

C(ξ,η,ζ)

O
yx

O'
h
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3.1. CENTRUL DE MASĂ PENTRU BARE OMOGENE 
PROBLEME REZOLVATE 

3.1.1 Se consideră o bară omogenă, de forma 
unui cârlig plan (în planul Oxy ca în fig. 3.1.1), 
pentru care se  cunosc dimensiunea a, razele 
semicercurilor şi lungimile  barelor. 
Se cer coordonatele centrului de masă al  
cârligului C (ξ,η), în raport cu sitemul de axe 
dat. 
 Rezolvare:  

Cârligul se compune din patru segmente de 
bară simple: 
¾ două segmente sub formă de semicerc având 

centrele de masă  notate  cu     C1(x1, y1 ), C3 
(x3 ,y3), respectiv lungimile L1  şi L3   

¾ două segmente drepte având centrele de masă C2 (x2, y2), C4 (x4, y4) respectiv 
lungimile L2  ,L4. 

  Faţă de sitemul de axe Oxy, coordonatele centrului de masă C (ξ,η) al 
cârligului, se calculează cu formulele : 

 .
L

yL
,

L

xL

i

iii

ii

iii
4

1

4

1
4

1

4

1

Σ

Σ
=η

Σ

Σ
=ξ =

=

=         (a) 

  Pentru segmentul de bară (1)  avem:   









π
+−










π=

⇒
π

+=

−=

⇒
π

=
π

π

=
α
α

=
aa,a

aL

Caay

ax
asin

asinRCO 24242

2

2

1

11

1

11  (b) 

  Pentru segmentul de bară (2) avem:  

 








=
⇒=

=

aL
)a,(Cay

x

4
202

0

2

22

2

        (c) 

  Pentru segmentul de bară (3) avem: 

 







π
−










π=

⇒
π

−=

=

⇒
π

=
π

π

=
α
α

=
a,a

aL

Cay

ax
asin

asinRCO 42

2

4
2

4

2

22

3

33

3

33   (d) 

O1 

C1 
y 

a 

C2 

O3

x 

Fig. 3.1.1 

C3

C4 

4a 

2a 
O 
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Pentru segmentul de bară (4) avem:   

x4 = 3a,   y4 = 0, L4 = 2a ⇒ C4 (3a, 0).      (e) 
  Se introduc valorile calculate în formulele lui  ξ şi η obţinându-se:  









+π
+π

⇒
+π
+π

=η=ξ
)(
a)(,aC

)(
a)(;a

23
122

23
122     (f) 

Acelaşi rezultat se obţine cu ajutorul următorului tabel: 
Corpul   

   nr. 
Forma 

corpului 
Li xi yi Lixi Liyi 

 

1 

 

 πa −a 4 2a a
+

π
 −πa2 (4π +2) a2 

2 

 

 

 

 

4a 0 2a 0 8a2 

3 

 

 

 2πa 2a −
4a
π

 4πa2 −8a2 

4  

 

2a 3a 0 6a2 0 

 Σ    → 3a(π+2) − − 3a2 (π +2) 2a2 (2π +1) 

 
 3.1.2  Se consideră un cadru spaţial 
format din 4 bare omogene sudate şi 
dispuse în raport cu sistemul de axe Oxyz, 
ca în fig. 3.1.2. Se cunosc dimensiunea a, 
razele semicercurilor (lungimile barelor). 
 Se cere poziţia centrului de masă al 
cadrului în raport cu sistemul de axe ales 

          Rezolvare:  
 Pentru arcele de cerc poziţiile centrelor 
de masă sunt date de: 

π
=

α
α

=
π

=
π

π

=
α
α

=
2222

4

4
443

aasinRCO,asin
asinROC   (a) 

O4

C4 

C3 

C1 
C2 

Fig. 3.1.2 

z 

yO 

x 

a

a 
a 

y 

O3 
C3 

4a C2 

 

2a 

C4 

 

a C1 
O1 

2a 
x

x

x

x

y 

y 

y 
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  Coordonatele centrelor de masă ale segmentelor de bară şi lungimile 
acestora vor fi: 

2
220

2

2
2020

2

4422

3311

aL;)(a,)(a,aC;aL;,a,aC

;aL;a,,aC;aL;,a,aC

π
=








π
−π

π
−π

=







π
=








ππ
=








 (b) 

Pentru determinarea coordonatelor centrului de masă al cadrului spaţial C 
(ξ,η,ζ) aplică formulele:  

 
i

iii

ii

iii

ii

iii

L

zL
,

L

yL
,

L

xL
4

1

4

1
4

1

4

1
4

1

4

1

Σ

Σ
=ζ

Σ

Σ
=η

Σ

Σ
=ξ =

=

=

=

= .      (c) 

Înlocuind valorile se obţin coordonatele centrului de greutate :  

 .a
)(

,a
)(

,a
)( 2222

1
22

5
+π
π

=ς
+π
+π

=η
+π

=ξ     (d) 

  
Acelaşi rezultat se obţine completând următorul tabel: 
 

Corp 
nr. 

Forma  

corpului 

Li xi yi zi Lixi Liyi Lizi 

1 

 

 

 

 

a a
2

 
a  0  a2

2
 a2 0 

2 

 

 

 

 

a  a a
2

  0   a2 a2

2
 0 

3 

 

 

 

 
πa
2

  2a
π

  0  2a
π

   a2  0 a2 

4 

 

 

 πa
2

  0 a( )π
π
− 2

 

a( )π
π
− 2

 

   0 a2 2
2

( )π −

 

a2 2
2

( )π −

 

Σ  a(2+π)     −    −   −    5
2

2a  ( )π + 2
2

2a

 

πa2

2
 

 

a 

C1

y 

O 

z 

x 

a 

C2 

y O 

z 

x 

a 

C3 
O 

y 

z 

x 

a 

C4

O4 

O 

y 

z 

x 
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S3.2. CENTRUL DE MASĂ PENTRU PLĂCI OMOGENE 
       PROBLEME REZOLVATE 

3.2.1  Se consideră o placă plană 
omogenă având forma din fig. 3.2.1 . Se 
cunoaşte dimensiunea  a.   
Se cere  să se determine poziţia centrului 
de  masă C (ξ,η ) al plăcii faţă de 
sistemul de axe Oxy considerat în fig. 
3.2.1. 
   
 Rezolvare  
Placa omogenă se compune din 4 părţi 
simple  având centrele de masă Ci (xi, yi) 
şi ariile Ai  ( i=1,2,3,4) ca în fig. 3.2.1.  

  Ţinând seama de relaţia care dă poziţia centrul unui sector circular de rază 
R şi unghi la centru  2α , avem: 

 
π

=
π

π

⋅⋅=
π

=
π

π

⋅⋅=
3
4

2

2
3
224

4

43
3
2

4422

asin
aCO;asin

aCO    (a) 

Coordonatele centrului de masă al plăcii faţă de sistemul de axe Oxy se 
determină cu ajutorul relaţiilor:  

4321

44332211

4321

44332211

AAAA
yAyAyAyA,

AAAA
xAxAxAxA

−−+
−−+

=η
−−+
−−+

=ξ   (b) 

Pentru fiecare din cele patru plăci simple: placa 1(dreptunghiul 3a x 2a), 
placa 2 (sector circular de rază 3a), placa 3 (triunghiul a x 2a , care se 
decupează) şi placa 4 (sector circular de rază a , care se decupează) avem: 

2
111 623 aA;ay;/ax ===  

494243 2
222 /aA;/aay;/aax π=π+=π−=     (c) 

2
333 3838 aA;/ay;/ax ===  

2342 2
144 /aA;/ay;ax π=π==  

Înlocuind în relaţiile lui ξ şi η de mai sus se obţine:  

a
)(
)(,a

)(
)(

2073
70272

2073
3269

+π
+π

=η
+π
−π

=ξ ,sau  .a,;a, 458246671 =η=ξ  (d) 

La acelaşi rezultat se ajunge completând următorul tabel : 

y 

a 

x a a a 

C2 

C3 

O2 

O4

C1 
C4 

2a 

2a 

Fig. 3.2.1 



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

53

  Corpul nr. Figura Ai xi yi Ai xi  Ai yi 

 

1 

 

 

 

6a2 3
2
a  a 9a3  

  

 2 

 

 9
4

2a π   3 4a a
−
π

 2 4a a
+
π

 9
4

3 43a ( )π −  9
2

2
3a

( )π −  

  

 3 

 

 −a2 

 

8
3
a  8

3
a   − 8

3

3a   − 8
3

3a  

  

4 

 

  − πa2

2
  2a 4

3
a
π

  −πa3  − 2
3

3a  

 

 
Σ      →  7 20

4
π + a    −  −  69 32

12
3π − a   27 70

6
3π + a

 
 
3.2.2 Se consideră o placă plană 
omogenă având forma din fig. 3.2.2. 
pentru care se cunoaşte dimensiunea  a.  
Se cere  să se determine poziţia centrului 
de  masă C (ξ,η ) al plăcii faţă de 
sistemul de axe Oxy considerat. 

   
Rezolvare 
Coordonatele centrului de masă al plăcii 
faţă de sistemul de axe Oxz se determină 
cu ajutorul relaţiilor:  

4321

44332211

4321

44332211

AAAA
yAyAyAyA,

AAAA
xAxAxAxA

−−+
−−+

=η
−−+
−−+

=ξ   (a) 

Ţinând seama de relaţia care dă poziţia centrul unui sector circular de rază 
R şi unghi la centru  2α , avem: 

π
=

π

π

⋅⋅=
π

=
π

π

⋅⋅=
3

216

4

44
3
2

3
8

2

22
3
2

4422

asin
aCO;asin

aCO   (b) 

a a 

x

y 

C2 
O2 

C3 

C1 

O 

C4 

O4

2a 2a

4a 

4a

2a 

Fig. S3.2.2 

y 

2a 
3a 
C1 

O x 
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3a 

3a 
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O2 

C2 

a 
2a 

O 
x 

C3 
O2 

y 

aa O x C4 
O4 
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Pentru placa simplă 1(dreptunghiul 6a × 4a): 
2

111 2423 aA;ay;ax ===       (c) 

Pentru placa simplă 2 (sector circular de rază 2a): 
2

222 23844 aA;/aay;ax π=π+==     (d) 

Pentru placa simplă 3 (triunghiul 4a× a, care se decupează): 
2

333 2383 aA;/ay;/ax ===       (e) 

Pentru placa simplă 4 (sector circular de rază 4a, care se decupează): 
2

144 43163166 aA;/ay;/aax π=π=π−=     (f) 

Înlocuind în relaţia de mai sus se obţine:  

a,a
)(
)(;a,a

)(
2963

113
3104572

113
24136

=
π−
π+

=η=
π−
π−

=ξ   (g) 

 
       La acelaşi rezultat se ajunge dacă se completează următorul tabel : 
 

Figura nr. 

 

 Forma   Ai   xi yi Aixi Ai yi 

   

1 

 

 24a2 3a 2a 72a3 48a3 

   

2 

 

 2πa2 4a 
4 8

3
a a
+

π
 8πa3 ( )8 13

3
3π + a

 

  

3 

 

 −2a2 a
3

 8
3
a   − 2

3
3a   − 16

3
3a  

  

 4 

 

 −4πa2 6 16
3

a a
−

π
 16

3
a
π

 ( )24 64
3

3π + a

 

 − 64
3

3a  

∑  (22−2π)a2   −  − 278 48
3

3− π a

 

80 24
3

3+ π a

 

 
 

4a 

6a 
C1 

O 
x 

y 

4a 

2a 4a O 

y 

x 
O4 

C4 

2a 
4a 

2a 
x 

O2 
C2 

y 

O 
a

4a 
x 

C3

y 

O 
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3.2.3  Se consideră  o placă omogenă de forma unui pătrat de latură a din care 
se decupează un triunghi isoscel de înălţime h ca în fig. 3.2.3. Se cere să se 
determine înălţimea triunghiului isoscel  astfel încât centrul de masă C (ξ,η ) să 
coincidă cu vîrful triunghiului. 

Rezolvare: 
Faţă de sistemul de axe Oxy din fig. 3.2.3, 
coordonatele centrelor de greutate pentru pătrat 
şi pentru triunghi sunt:  
C1 (0, a/2) ,     C2(0,h/3)     (a) 
iar ariile corespunzătoare sunt: 

  A1 = a2,  A2 = 
2

ah .    (b) 

Coordonata a centrului de greutate după Oy se dxetremină cu ajutorul 

relaţiei: 
AA

yAyAi

−
−

=η
1

221 .         (c) 

Condiţia  η=h   conduce la următoarea ecuaţie de gradul II în h:  

0362 22 =+− aahh având soluţiile: ah , 2
33

21

±
=     (e) 

Întrucât  h<a , are sens numai a,ah 6340
2

33
=

−
=    (f) 

 

PROBLEME PROPUSE 
Pentru plăcile plane omogene având forma şi dimensiunile  ca în figurile 
3.2.4… 3.2.13 se cere  să se determine poziţia centrului de greutate   C(ξ,η) în 
raport cu sistemul de axe Oxy considerat. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

y 

x 

C 
C1 

C2 
O 

a 

a 
h 

Fig. 3.2.3 

y 

Fig. 3. 2.4 

x

O 

3a2a 

4a 

2a 

Fig. 3.2.5 

y 

x

3a

O 

a 

4a
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RĂSPUNSURI  

Nr.pr. ξ η 

3.2.4 ( )
( ) a,a 84960

1423
1412

=
+π
+π  ( ) a,a 36652

142
48

=
+π

 

3.2.5 ( )
( ) a,a 53242

7343
45284

=
π+
π+  ( )

( ) a,a 81140
734
2292

=
π+
π−  

3.2.6 ( )
( ) a,a 15632
203

6562
=

π+
π+  ( )

( ) a,a 67481
203

988
=

π+
π+  

3.2.7 ( )
( ) a,a 62122
203

9116
=

π+
π+  ( )

( ) a,a 7531
20

2142
=

π+
π+  

3.2.8 ( )
( ) a,a 3654
563

81520
=

π+
π+  ( )

( ) a,a 03610
563

481542
=

π+
π−  

3.2.9 0 a,
)(

a 06560
32323

5
=

π−−
−  

3.2.10   

3.2.11   

3.2.12   

3.2.13   

 

3.3.  CENTRUL DE MASĂ PENTRU CORPURI OMOGENE 
PROBLEME REZOLVATE 

3.3.1 Se consideră un corp omogen tridimensional cu o axă de simetrie, având 
forma din fig. 3.3.1, format dintr-o semisferă de diametru  D=2R=40mm  şi un 
cilindru de înălţime h=50mm  şi diametru  d=2r =22mm. 
Se cere să se determine poziţia centrului de greutate al nitului C ( 0,0,ζ) în 
raport cu sistemul de axe considerat în figură. 

Fig. 3. 2.12 O 

3a

2a

2a
2a 2a a a 

4a 

6a 

y 

x

y

Fig. 3.2.13

2a 2a

4a 

2a x O
2aaa
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  Rezolvare 
Pentru sistemul de axe Oxyz considerat în 

fig. 3.3.1 centrele de greutate ale celor două 
corpuri simple se află pe axa de simetrie Oz; 
astfel: 

¾ pentru semisferă:  

16
3

8
3

11

DRzOC ===       
12

3

1

DV π
= ;  (a) 

¾ pentru cilindru:  

,hzOC
222 =−= ,         

4

2

2

hdV π
= .   (b) 

      
)hdD(
)hdD(

VV
zVzV

23

224

21

2211

316
83
+
−

=
+
+

=ζ   (c) 

       Se obţine:  ζ = - 0,977 cm   (d) 
3.3.2.  Se consideră un corp omogen tridimensional cu o axă de simetrie format  
dintr−o semisferă şi un con ca în fig. 3.3.2. Se cunoaşte raza semisferei R şi a 
bazei conului r =R. 
Se cere înălţimea h a conului astfel încât centrul de greutate al corpului să 
coincidă cu centrul bazei conului (sau cu originea sistemului de axe  C ≡ 0) 

 Rezolvare: 
Conul şi semisfera au centrele de greutate 

C1 şi C2 pe axa Oz având coordonatele : 

  ROCz,hOCz
8
3

4 2211 −=−===  (a) 

  Volumele celor două corpuri simple sunt: 

  3
2

2
1 3

2
3

RV;hRV π=
π

=    (b) 

Coordonata centrului de greutate după axa Oz se 
determină cu ajutorul relaţiei: 

Rh
Rh

VV
zVzV

2
3

4
1 22

21

2211

+
−

⋅=
+
+

=ζ      (c) 

Impunând condiţia: C≡O,   adică     ζ = 0  rezultă:   

h2 − 3 R2 = 0        (d) 

cu soluţiile 3Rh ±= ,  are sens numai R,Rh 73213 ==   (e) 

z 
V 

y 

h 

x 

C1 

R 
C2 
O 

Fig. 3.3.2 
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d 

x 
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O 

C2 

Fig.  3.3.1 
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CAPITOLUL  IV 
ECHILIBRUL FORŢELOR APLICATE 

SOLIDULUI RIGID 
REZUMAT DE TEORIE 

 a. Teoremele generale ale echilibrului rigidului liber 
În cazul rigidului liber, echilibrul este realizat dacă şi numai dacă torsorul 

de reducere al sistemului de forţe care acţionează asupra lui, într-un punct O, 
este nul: 





===
===

⇔




=
=

⇔=τ
∑∑∑
∑∑∑

000
000

0
0

0
iii

iii

O
O N,M,L

Z,Y,X
M
R

 unde: 

¾ Xi ,Yi, Zi     sunt  proiecţiile  forţelor exterioare iF  pe axele sistemului 
cartezian Ox, Oy, respectiv  Oz; 

¾ xi, yi zi  - coordonatele punctului de aplicaţie al forţei  iF   

¾ Li= Σ (yiZi-ziYi), Mi= Σ (ziXi-xiZi),   Ni= Σ (xiYi-yiXi) - proiecţiile  momentelor 
forţelor exterioare iF  pe axele sistemului cartezian Ox, Oy, respectiv  Oz; 

 Dacă sistemul de forţe ce acţionează asupra rigidului liber este coplanar 
(de exemplu:se află în planul Oxy) atunci ecuaţiile de mai sus devin: 





=
==

⇔




=
=

⇔=τ
∑

∑∑
0

00
0

0
0

i

ii

O
O N

Y,X
M
R

 

 
       b. Teoremele generale ale echilibrului rigidului supus la legături 
 Dacă rigidul este supus la legături (prin legături se înţelege un număr de 
constrângeri geometrice care se aplică rigidului care duc la micşorarea 
numărului de grade de libertate - pentru rigidul liber acest număr este 6), se 
aplică axioma legăturilor care postulează că: orice legătură geometrică poate fi 
întotdeauna suprimată şi înlocuită cu elemente mecanice corespunzătoare (care 
pot fi forţe sau momente-cupluri de legătură) numite reacţiuni. 

 Dacă se notează torsorul forţelor de legătură cu:     




⇔τ
leg
O

leg
leg
O M

R
  

şi torsorul forţelor exterioare (aplicate) cu:    




⇔τ
a
O

a
a
O M

R
 

atunci echilibrul rigidului este realizat dacă şi numai dacă : 
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



=+=+=+
=+=+=+

⇔

⇔




=+
=+

⇔=τ+τ

000
000

0
0

0

legalegalega

legalegalega

leg
O

a
O

lega
leg
O

a
O

NN,MM,LL
ZZ,YY,XX

MM
RR

 

 Legăturile ideale uzuale ale rigidului sunt :  
¾ reazemul simplu (prinderea cu fir) 
¾ articulaţia sferică  
¾ articulaţia cilindrică (articulaţia plană)  
¾ încastrarea.  

Prin suprimarea unei legături, conform axiomei legăturilor se introduc 
elemente mecanice corespunzătoare tipului de posibilităţi de mişcare suprimate: 
forţe dacă sunt suprimate translaţii, cupluri dacă sunt suprimate rotaţii. Aceste 
elemente sunt necunoscute ale problemei date. 
 Dacă rigidul este supus unor legături reale (cu frecare) atunci la condiţiile 
de echilibru de mai sus (cele 6 ecuaţii generale) se mai adaugă  relaţia/relaţiile 
corespunzătoare tipului de legătură cu frecare existent şi anume:  
¾ frecarea de alunecare din cuplele de alunecare: NT µ≤ ; 

¾ frecarea de rostogolire din cuplele de rostogolire: sNM r ≤ ; 

¾ frecarea de pivotare din pivoţi axiali: NRM mp µ≤ ; 

¾ frecarea din lagărele cu alunecare: FrM f µ≤ . 

În toate cazurile legăturilor cu frecare , aceste forţe /cupluri se opun 
totdeauna tendinţei corpului de a executa orice fel de mişcare. 
 

4.1. ECHILIBRUL RIGIDULUI LIBER  SUB  
ACŢIUNEA UNUI SISTEM SPAŢIAL DE FORŢE  
 
PROBLEME REZOLVATE 

4.1.1. Se consideră o placă omogenă în formă de paralelipiped  dreptunghic cu 
muchiile OA=4a, OC=6a, OO’=a, aflată în echilibru sub acţiunea greutăţii 
proprii G, a forţei P cunoscute ca direcţie sens şi modul şi a forţelor (Fi)i=1, 2,..6, 
cunoscute ca direcţie şi sensuri dar necunoscute ca modul (fig. 4.1.1). Se cer 
mărimile forţelor Fi pentru ca echilibrul forţelor să aibă loc . 

Rezolvare:  
Expresiile analitice ale vectorilor forţe faţă de sistemul de axe Oxy sunt: 
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;jFF;iFF
;iFF;kFF

kFF;kFF
kGG;jPP

6655

4433

2211

==

==

==

−==

 (a) 

Expresiile analitice ale 
momentelor acestor forţe în 
raport cu O sunt: 

iaGjaG)kG()ka,jaia(GOD)G(M

iaPkaPjP)kaia(P'OA)P(M

O

O

325032

44

−=−×++=×=

−=×+=×=
 

iaFkFjaFOC)F(M

iaFjaFkF)ajia(FOB)F(M

jaFkFiaFOA)F(M

O

O

O

3333

22222

1111

66

6464

44

=×=×=

+−=×+=×=

−=×=×=

   (b) 

kaFjFiaFOA)F(M

jaFiFkaF'OO)F(M

jaFkaFiF)kaja(F'OC)F(M

O

O

O

6666

5555

44444

44

66

=×=×=

=×=×=

+−=×+=×=

 

Ecuaţiile vectoriale de echilibru ale rigidului liber ( 00 == OM;R ), 
scrise în proiecţii pe cele trei axe ale sistemului triortogonal Oxyz sunt: 

0
0

0

321

6

54

=−++=
=+=
=+=

GFFFZ
PFY
FFX

   
0464

0442
0663

64

5421

32

=+−=
=++−−=

=++−−=

aFaFaPN
aFaFaFaFaGM

aFaFaGaPL
 (c) 

 Rezolvând acest sistem de 6 ecuaţii cu 6 necunoscute rezultă: 
.PF;/GF;F;/PF;F;/P/GF −=====−= 635241 206062 (d) 

 
4.2. ECHILIBRUL RIGIDULUI SUPUS LA LEGĂTURI 
SUB ACŢIUNEA  UNUI SISTEM DE FORŢE COPLANARE 
PROBLEME REZOLVATE 

4.2.1 Se consideră o bară omogenă de lungime AB=2 l  şi greutate G care se 
reazemă cu capătul A pe un perete vertical iar în punctul D pe o muchie fixă 
situată la distanţa a faţă de peretele vertical (fig. 4.2.1.a). Legăturile din A şi D 
sunt fără frecare.    Se cer: 1) unghiul θ pe care îl face bara cu orizontala 
pentru echilibru; 2) mărimile reacţiunilor din A şi D. 

z 

F6 

F1 

Fig. 4.1.1 

A’ 

A 

C 
O

y

x 
B

O’

B’

C’ 

F2 
G 

P 

F4 

F3 

F5 

D 

4a6a 

a 
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 Rezolvare 
Se alege sistemul de referinţă Oxy convenabil şi conform axiomei 

legăturilor se introduc în A şi D forţele de legătură DA NsiN  (fig. 4.2.1.b).  

Ecuaţiile de echilibru a forţelor care acţionează asupra barei  scrise în 
proiecţii pe cele trei axe sunt: 

00

00
00

=
θ

+θ−=

=−θ=

=θ−=

∑

∑
∑

cos
aNcosG:M

GcosN:Y
sinNN:X

DAz

Di

DAi

l

 (a) 

Primele două ecuaţii conduc la: 

G
cos
sinN,G

cos
N AD θ

θ
=

θ
=

1   (b) 

care introduse în ecuaţia a treia conduc la: 

33

ll

aarccossau,acos =θ=θ  (c) 

Echilibrul este posibil dacă: 

l
l

≤≤≤≤ asau,a 010 3   (d) 

Înlocuind valoarea unghiului θ  în  
expresiile reacţiunilor NA şi ND se obţine: 

 
3

2

3

3

1 





−⋅⋅=

⋅=

l

l

l

a
a

GN

,
a

GN

A

D

   (e) 

 
4.2.2 Se consideră o bară omogenă de lungime AB=2 l  şi greutate G care se 
reazemă cu capătul A în colţul format de un perete orizontal şi unul vertical, iar 
în punctul D se reazemă pe o muchie fixă situată la distanţa a faţă de peretele 
vertical (fig. 4.2.2.a). Legătura din  D este fără frecare.  
Se cer  mărimile reacţiunilor din A şi D. 
 Rezolvare 

Se alege sistemul de referinţă Oxy ca în fig. 4.2.2.b şi conform axiomei 
legăturilor se introduc în A şi D forţele de legătură DA NsiN   

OA ≡

D 

C B
θ

a 

G 

ND 

NA x 

y 

Fig. 4.2.1 

(b)

A

D 

C B
l2 θ

a 

(a) 

G 
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Ecuaţiile de echilibru a forţelor care acţionează asupra barei în proiecţii pe 

cele tri axe se scriu: 

00

00
00

=
θ

+θ−=

=−θ+=

=θ−=

∑

∑
∑

cos
aNcosGM

GcosNVY
sinNHX

DzA

DAi

DAi

l

     (a) 

Din ecuaţia a treia se obţine:    

θ= 2cos
a

GND

l          (b) 

iar din primele două ecuaţii rezultă componentele reacţiunii din A: 

.cos
a

GV

;cossin
a

GH

A

A







 θ−=

θ⋅θ⋅⋅=

3

2

1 l

l

       (c) 

Deci mărimea reacţiunii din  A este: 
2

3
2

222 1 





 θ−+






 θ⋅θ⋅⋅=+= cos

a
cossin

a
GVHR AAA

ll   (d) 

 
4.2.3 Se consideră o bară omogenă 
de lungime AB=2 l  şi greutate G 
care se reazemă cu capătul A pe o 
cavitate semicilindrică de rază a, 
iar în punctul D pe muchia fixă a 
cavităţii (fig. 4.2.3.a). Rezemările 
din A şi  D sunt fără frecare.  

Se cer:  
1) unghiul θ pe care îl face bara cu 
orizontala pentru echilibru;   
2) mărimile reacţiunilor din A şi D. 

A 

DC 

B

l2a 

θ

Fig. 4.2.3.a 

O

(a) 
A 

D C 

B

l2

a 

θ

y 

Fig. 4.2.2 (b) 
OA ≡

A

D
C

B 

l2

a 

θ

HA

VA

ND 

x 
G
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Rezolvare 
Se alege sistemul de referinţă 

Oxy convenabil şi conform axiomei 
legăturilor se introduc în A şi D 
forţele de legătură DA NsiN  (fig. 
4.2.3.b). Ecuaţiile de echilibru a 
forţelor care acţionează asupra 
barei  se scriu: 

020
00

00

=θ+θ−=

=θ−+θ=

=θ−=

∑
∑
∑

cosaNcosG:M
cosGNsinN:Y

sinGN:X

DzA

DAi

Ai

l

     (a) 

Din prima şi a treia ecuaţie se obţin mărimile reacţiunilor DA NsiN : 

a
GN;sinGN DA 2

l
=θ=        (b) 

Înlocuind aceste valori în ecuaţia (b) rezultă ecuaţia de gr. II: 

 024 2 =−θ−θ acoscosa l        (c) 

având soluţiile:  
a

acos
8

32 22 +±
=θ

ll .      (d) 

Întrucât problema are sens dacă : 20 /π≤θ≤ , este valabilă doar soluţia 

pozitivă. Condiţia de echilibru se scrie:   1
8

32 22

≤
++
a

all
⇒ a2≤l  (e) 

 
4.2.4 Se consideră o placă triunghiulară omogenă de greutate G  situată în plan 
vertical, care se reazemă în A pe un perete vertical iar în punctul O este 
articulată de mediul fix (dimensiunile plăcii şi distanţa de la articulaţie la 
peretele vertical sunt date în fig. 4.2.4.a). Legăturile din A şi O sunt fără 
frecare.  Se cer mărimile reacţiunilor din A şi O. 

Rezolvare 
Se alege sistemul de referinţă Oxy convenabil şi conform axiomei 

legăturilor se introduc în A şi O forţele de legătură OOA YsiX,N  (fig. 4.2.4.b). 
Ecuaţiile de echilibru a forţelor care acţionează asupra barei, în proiecţii pe cele 
trei axe se scriu: 

080
00
00

=θ−θ+θ=

=θ+θ−=

=θ−θ−=

∑
∑
∑

CCAzO

AOi

AOi

x)cosG(y)sinG(a)sinN(M
sinNcosGYY
cosNsinGXX

  (a) 

A 

ND

C 

B

l2
a 

θ

Fig. 4.2.3.b

O

G 

NA 

y 

x 
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Din a treia ecuaţie (a) se obţine :     

;
a

y
sin
cos

a
xGN CC

A 





 −

θ
θ

=
88

        (b) 

Înlocuind această valoare în prima şi a doua ecuaţie (a) rezultă: 







 θ−θ+θ=








 θ−
θ
θ

−θ=

cos
a

xsin
a

ycosGV

;cos
a

y
sin

cos
a

xsinGX

CC
O

CC
O

88

88

2

     (c) 

        Din triunghiul OBA se determină :
2
3

2
1

=θ=θ sin;cos . Coordonatele 

centrului de greutate al plăcii C(xC, yC) se determină cu ajutorul relaţiilor: 

21

2211

21

2211

AA
yAyAy;

AA
xAxAx CC

C
CC

C −
−

=
−
−

= ,           (d) 

unde:    

π====
π==

34434311
216

2211

2
2

2
1

/ay;ax;/ay;/ax
;/aA;aA

CCCC

   (e) 

Înlocuind rezultă: 

a,
)(

ay;a,a
)(
)(x CC 43231

323
12447855

323
31284

=
π−

==
π−
π−

=    (f) 

Deci valorile reacţiunilor după înlocuirea parametrilor de mai sus sunt: 
G,Y;G,X;G,N OOA 313097402160 ===      (g) 
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θ  
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3a 

a 

3a 

4a
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4.2.5 Se consideră o placă triunghiulară omogenă de greutate G, situată într-un 
plan vertical, care se reazemă în A pe muchia unui perete vertical, iar în punctul 
O este legată de mediul fix printr-o articulaţie cilindrică (dimensiunile plăcii şi 
distanţa de la articulaţie la peretele vertical sunt date fig. 4.2.5.a). Legăturile 
din A şi O sunt fără frecare.  Se cer mărimile reacţiunilor din A şi O. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rezolvare 
Se alege sistemul de referinţă Oxy convenabil şi se introduc în A şi O 

forţele de legătură OOA YsiX,N  (conform axiomei legăturilor, fig. 4.2.5.b). 
Ecuaţiile de echilibru a forţelor /momentelor în proiecţii pe cele trei axe sunt: 

050
00

00

=θ−θ+⋅=

=θ−=

=+θ−=

∑
∑
∑

CCAzO

Oi

AOi

y)cosG(x)sinG(aNM
sinGYY

NcosGXX
   (a) 

Din a doua  ecuaţie se obţine :     θ= sinGYO     (b) 

Din a treia ecuaţie se obţine :        

;G
a

sinx
a

cosyN CC
A 






 θ

−
θ

=
55

        (c) 

Înlocuind această valoare în prima ecuaţie rezultă: 

        ;G
a

sinx
a

cosycosX CC
O 






 θ

+
θ

−θ=
55

      (d) 

         Din triunghiul OBA se determină valorile :
5
3

5
4

=θ=θ sin;cos .   (e) 

Poziţia centrului de greutate al plăcii triunghiulare C(xC, yC) se determină 

cu ajutorul relaţiilor:    
21

2211

21

2211

AA
yAyAy;

AA
xAxAx CC

C
CC

C −
−

=
−
−

= ,      (f) 

A 

B 
θ  

(a) 

3a 

O 

5a C 
900 

a 
3a 

3a 

4a 

G 

Fig. 4.2.5 
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unde:    

π−=π===
π==

/aay;/ax;ay;ax
;/aA;aA

CCCC 49462
4927

2211

2
2

2
1    (g) 

Înlocuind rezultă:    

a,ay;a,ax CC 38765
12

97625772
12

20
=

π−
π−

==
π−

=     (h) 

Valorile reacţiunilor după înlocuirea parametrilor de mai sus sunt: 
G,Y;G,X;G,N OOA 800905910 === .     (i) 

 
4.2.6. Se consideră un cadru legat de mediul fix printr-o articulaţie cilindrică O 
şi un reazem A, asupra căruia acţionează un sistem de forţe, cupluri şi sarcini 
distribuite uniform ca în fig. 4.2.6.a.  Se cunosc: a, q, α , F=2aq,  M=3a2q.    
Se cer mărimile reacţiunilor din reazemul A şi articulaţia O. 

 
 
 
 
 
 
 
 
Rezolvare 

 Se alege convenabil sistemul de referinţă Oxy şi se introduc în A şi O 
forţele de legătură OOA VsiH,N  (conform axiomei legăturilor, fig. 4.2.6.b). 
Sarcina uniform distribuită q se înlocuieşte cu o forţă echivalentă concentrată eF  
ce acţionează la mijlocul distanţei pe care este sarcina distribuită: Fe=4aq.  

Ecuaţiile de echilibru a forţelor care acţionează asupra barei, în proiecţii 
pe cele trei axe se scriu: 

02240
00

00

=−⋅θ−⋅+⋅α=

=α+α−=

=α−−α+=

∑
∑
∑

Ma)cosF(aFa)cosN(M
cosNsinFVY

sinNFcosFHX

eAzO

AOi

AeOi

  (a) 

Rezolvând acest sistem rezultă: 

aqcossinV;aqcosH;aq
cos

cosN OOA 





 α−α+=






 α−=

α
−α

= 2
4
5

4
11

4
54  (b) 
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4.2.7 Se consideră un cadru plan legat la mediul fix printr-o articulaţie 
cilindrică A şi un reazem B, asupra căruia acţionează un sistem de forţe, cupluri 
şi sarcini distribuite uniform şi triunghuilar, ca în fig. 4.2.7.a.  Se cunosc: a, q, 
F1=ap,  F2=4ap,  F3=ap,  M=3a2p. Se cer mărimile reacţiunilor din A şi B. 

 
 
 
 
 
 
 
 
Rezolvare 
Se alege sistemul de referinţă Oxy cu originea în punctul A (O≡A, fig. 

4.2.7.b). Se înlocuiesc legăturile A ş B cu reacţiunile corespunzătoare VA, HA, VB 

şi sarcinile distribuite cu forţele echivalente corespunzătoare Fec1 şi Fec2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
Pentru determinarea reacţiunilor VA, HA, VB  se scriu : 

¾ ecuaţia de echilibru a momentelor forţelor şi cuplurilor: ΣMO=0 

VB .10a+F1.2a-F2.2a-M-Fec1.8a-Fec2.a=0     (a) 

¾ ecuaţia de echilibru a forţelor după direcţia Ox: ΣX=0 

HA+F3-Fec2=0         (b) 

¾ ecuaţia de echilibru a a forţelor după direcţia Oy: ΣY=0 

VA+ VA -F1-F2-Fec1=0        (c) 

Se obţin următoarele rezultate:VA=pa;   HA =5,4 pa;      VB=7,6 pa  (d) 

Fig. 4.2.7.a 
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Generalizând rezolvarea pentru acest tip de problemă, pentru 
determinarea reacţiunilor VA, HA, VB (având sensul axelor Ox şi Oy) se scriu: 
ecuaţia de echilibru a momentelor forţelor şi cuplurilor (ΣMO=0) şi două ecuaţii 
de echilibru a forţelor şi sarcinilor distribuite (ΣXi=0 şi Σ Yi =0). Se obţine 
următorul sistem de 3 ecuaţii : 

VBxB + Σ (xiYi -yiXi)+M=0;        HA+ Xe=0 ;       VA+VB+Ye=0  (e) 
unde s-a notat : 

¾ Xe=Σ Xi,  Ye=Σ Yi , suma proiecţiilor  forţelor exterioare pe axa Ox şi Oy ; 
¾ Xi , Yi  , proiecţiile  forţei exterioare iF   pe axele Ox respectiv  Oy; 

¾ xi, yi coordonatele punctului de aplicaţie al forţei  iF   
Rezolvând acest sistem rezultă următoarele valori ale reacţiunilor: 
VB = - (Σ (xiYi -yiX)+M)/ xB   ;   HA=- X ;        VA=-Y- VB 
 
Aceste relaţii au fost introduse în programul EXCEL obţinându-se 

următoarele rezultate: 
 

ALGORITMUL  DE  CALCUL  UTILIZAT PENTRU  PROGRAMUL 

EXCEL  ŞI  REZULTATE  OBŢINUTE PENTRU PROBLEMA 4.2.7 

DATE DE INTRARE 
 A B C D E F G H I J K 

Nr. xB/a yB/a x1/a y1/a X1/pa Y1/pa x2/a y2/a X2/pa Y2/pa x3/a 

0            

1 10 0 -2 0 0 -1 2 0 0 -4 12 
 

L M N O P Q R S T U V X 

y3/a X3/pa Y3/pa x4/a y4/a X4/pa Y4/pa x5/a y5/a X5/pa Y5/pa M/pa2 

            

0 1 0 8 0 0 -8 6 -1 -3 0 -3 

 

DATE DE IESIRE  
Y Z AA AB AC AD AE 

ΣXi/pa ΣYi/pa ΣXiyi/pa2 ΣYixi/pa2 VB/pa HA/pa VA/pa 

E1+I1+M1+
Q1+U1 

F1+J1+N1+ 
R1+V1 

E1*D1+I1*H1+M1*
L1+Q1*P1+U1*T1

F1*C1+J1*G1+N1* 
K1+ R1*O1+V1*S1 

(AA1-AB1-
X1)/A1 

-Y1 -AC1-Z1 

-2 -13 3 -70 7,6 2 5,4 
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 PROBLEME PROPUSE 
Se consideră un cadru plan legat de mediul fix printr-o articulaţie O şi un 
reazem simplu A, asupra căruia acţionează un sistem de forţe, cupluri şi sarcini 
distribuite uniform ca în figurile 4.2.8 ... 4.2.10.  Se cunosc: a, q, α , F1... F4,  M.    
Se cer mărimile reacţiunilor din reazemul A şi articulaţia O. 
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CAPITOLUL V 
ECHILIBRUL SISTEMELOR DE CORPURI 

 
REZUMAT DE TEORIE 

 a. Teoremele generale ale echilibrului sistemelor de corpuri 
 Dacă un sistem de puncte materiale { } n,...,iiA 21= interacţionează mecanic (se 
atrag sau se resping) atunci acestea formează un sistem mecanic de puncte 
materiale.  Forţele care acţionează asupra sistemelor de puncte materiale se 
clasifică convenţional în forţe interioare şi forţe exterioare. Forţele interioare 
reprezintă interacţiunea mecanică dintre punctele sistemului  şi sunt egale ca 
mărime două câte două, au acelaşi suport şi sunt dirijate în sens opus(conform 
principiului acţiunii şi reacţiunii) . 
 Un corp rigid poate fi considerat ca un sistem nedeformabil de puncte 
materiale (un sistem pentru care distanţa dintre două puncte interioare  oarecare 
ale sistemului rămâne tot timpul constantă). 
 Un sistem de corpuri rigide { } nm,C m,...,ii <= 21 , poate fi considerat ca un 
sistem de puncte materiale format din subsisteme rigide sau nedeformabile 
(fiecare subsistem corspunde unuia dintre corpurile rigidului).  

Forţele care acţionează asupra sistemelor de corpuri pot fi forţe interioare 
(care exprimă interacţiunea dintre corpurile sistemului) şi forţe exterioare (care 
exprimă interacţiunea cu alte corpuri din afara sistemului). 

Forţele şi cuplurile de legătură dintre corpurile sistemului şi dintre 
corpurile sistemului şi mediul exterior sunt necunoscute ale problemei de 
echilibru al sistemului de corpuri. 

Pentru studiul echilibrului sistemelor de corpuri rigide se aplică cele trei 
teoreme (principii) cunoscute: 

a. Teorema separării corpurilor 
Dacă un sistem de corpuri (liber sau supus la legături) se află în echilibru, 

atunci fiecare corp al sietemului , considerat ca un subsistem rigid, se află de 
asemenea în echilibru. 

Această teoremă se aplică începând cu izolarea fiecărui corp, înlocuirea 
legăturilor cu elemente mecanice corespunzătoare, (forţe, cupluri de legătură, 
numite şi reacţiuni), continuând cu scrierea ecuaţiilor de echilibru scalare (trei 
ecuaţii pentru corpuri în plan şi şase ecuaţii pentru corpuri în spaţiu) pentru 
fiecare corp al sistemului. La aceste ecuaţii se ataşează şi condiţiile fizice 
corespunzătoare, privind tipul de legături cu frecare existente. Această metodă 
permite determinarea tuturor forţelor de legătură (interioare şi exterioare). 



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

72

 b. Teorema solidificării 
 Dacă un sistem de corpuri rigide , liber sau supus la legături exterioare, se 
află în echilibru sub acţiunea unor forţe direct aplicate, el poate fi considerat ca 
un sistem rigid (sistem nedeformabil) de corpuri, păstrându-se legăturile 
exterioare iniţiale. Teorema solidificării se poate enunţa astfel: Condiţia 
necesară (dar nu şi suficientă) ca un sistem de corpuri să fie în echilibru, este ca 
torsorul forţelor exterioare (active şi de legătură) să fie nul. 
 Această metodă se aplică singură atunci când numărul de necunoscute ale 
legăturilor exterioare nu depăşesc numărul de ecuaţii independente (trei ecuaţii 
în plan şi şase ecuaţii în spaţiu). Dacă apar mai multe necunoscute, atunci se 
aplică teorema echilibrului părţilor. 
  c. Teorema echilibrului părţilor 
 Dacă un sistem de corpuri rigide este în echilibru, atunci o parte oarecare 
din sistem , considerată ca rigid (subsistem nedeformabil), este de asemenea în 
echilibru sub acţiunea forţelor exterioare şi interioare corespunzătoare 
subsistemului. 
 

5.1. ECHILIBRUL SISTEMELOR FORMATE DIN BARE 
RIGIDE ARTICULATE (CADRE PLANE) 

5.1.1  Se consideră sistemul format din două cadre plane articulate în punctul C 
ca în fig. 5.1.1.  Se cunosc:  a, q, α ,   F1 = 3aq,       F2 = 5aq,  F3 = aq,  F4 
=2aq,  M = 4a2q. Se cer  forţele de legătură din reazemul A, articulaţia O1  şi 
încastrarea O2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

Rezolvare:   
Se separă cele două cadre şi se înlocuiesc legăturile cu forţe de legătură;  

se ţine seama că: H21=H12=H1; V21=V12=V1 (conform principiului al treilea al 
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Mecanicii); se înlocuieşte forţa uniform distribuită cu o forţă concentrată: Fec = 
24aq  şi   se scriu ecuaţiile de echilibru pentru fiecare cadru: 

Cadrul 1: 








=−⋅−⋅α−⋅=Σ

=α−−+=Σ
=−α=Σ

04256340
0350

030

2
01

1

1

qaaaqa)sinaq(aNM
sinaqaqNVY

HcosaqX

A

Ai

i

   (a) 

     )sin(aqV),sin(aqN,cosaqH A α−=+α=α=⇒ 1
2

379
2

3 11    (b) 

Cadrul2:   

            








=⋅+⋅−⋅−⋅−⋅−=Σ
=+−−=Σ

=+−−=Σ

0684824240
00

02420

11202

21

21

aHaVaaqaaqaaqM;M
VaqV;Y

HaqaqH:X

i

i

 (c) 

)cossin(qaM),sin(aqV),cos(aqH α−α−=α−=α−= 9664235
2

326 2
222  (d) 

 
5.1.2. Se consideră sistemul format din două cadre plane articulate în punctul C 
ca în fig. 5.1.2. Se cunosc:  a, q, F1 = aq26 , F2 = 10aq, F3 = 12aq, M = 2a2 q.  
Se cer:   Forţele de legătură din: reazemul simplu A, articulaţia O1 şi  
încastrarea O2. 
  Rezolvare:   
 Se separă cele două cadre şi se introduc forţele de legătură;  se ţine seama 
că: H21=H12=H1; V21=V12=V1 şi se înlocuieşte forţa uniform distribuită cu o 
forţă concentrată Fec = 24aq. Ecuaţiile de echilibru pentru fiecare cadru se scriu: 
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Cadrul 1: 

  








=⋅−⋅−+⋅=Σ

=−+=Σ
=+−=Σ

02626240
060

060

2
01

1

1

aaqaaqqaaN:M
aqVN:Y

aqH:X

A

Ai

i

    (a) 

 
22

116 11

qaV,aqN,aqH A ===⇒       (b) 

Cadrul 2: 

 








=⋅+⋅−⋅−⋅+⋅−=Σ
=−−+−=Σ

=−+=Σ

0462242102120
010240

0120

11202

21

211

aHaVaaqaaqaaqM;M
aqaqVV;Y

aqHH;X

i (c) 

 qaM,aqV,aqH 2
222 31

2
696 ===⇒       (d) 

 
 
5.1.3. Se consideră sistemul format din două cadre plane articulate între ele în 
punctul C şi la mediul fix în punctele A şi B,  încărcat cu forţe concentrate, 
sarcini distribuite şi cupluri ca în fig. 5.1.3. Se cunosc  valorile lui a şi p. 
Se cer forţele de legătură din articulaţiile A, B şi C 

   
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
Rezolvare:   
Necunoscutele VA şi VB se determină prin aplicarea teoremei solidificării 

astfel: . din ecuaţia de momente pentru întregul sistem faţă de punctul B, se 
determină VA şi din ecuaţia de momente faţă de punctul A, se determină VB. 

Fig.5.1.3.a 
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¾ din ΣMBz=0 (pentru tot sistemul)  ⇒   

    VA⋅10a + pa2 + pa⋅2a - 2pa⋅12a - pa⋅7a  - 3pa⋅4a  - 6pa⋅2a  - 6pa⋅3a = 0 (a) 

 ⇒ VA=7pa          (b) 

¾ din ΣMAz=0  (pentru tot sistemul)  ⇒     

-VB ⋅10a+ pa2 + pa⋅2a - 2pa⋅2a + pa⋅3a  + 3pa⋅ 6a  + 6pa⋅ 8a –  

 - 6pa⋅3a = 0           (c) 

⇒ VB=5pa          (d) 
Necunoscutele HA şi HB se determină prin aplicarea teoremei echilibrului 

părţilor, din ecuaţiile de momente faţă de C scrise pentru fiecare cadru.  
¾ Ecuaţiile de echilibru pentru cadrul 1 : 

din ΣMC=0:     VA ⋅7a - HA
. 5a + pa2 - pa⋅3a - 2pa⋅9a - pa⋅4a  - 3pa⋅a = 0 (e) 

       ⇒ HA = 4,4pa          (f) 
¾ Ecuaţiile de echilibru pentru cadrul 2 : 

din ΣMC=0   ⇒   -VB ⋅3a - HB
.  5a + 6pa⋅ a + 6pa⋅ 2a = 0   (g) 

  ⇒ HB = 0,6 pa        (h) 
Necunoscutele HC şi VC se determină prin aplicarea principiului 

echilibrului părţilor: din ecuaţiile de proiecţii pe orizontală şi verticală pentru 
unul dintre cele două cadre (am folosit cadrul 2).  

din Σ FX=0   ⇒ -HC - 6pa + HB= 0       (i) 

⇒ HC = 5,4 pa        (j) 

din Σ FY=0   ⇒ VC + 5pa - 6pa = 0      (k) 

                   ⇒ VC=4 pa         (l) 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig.5.1.3.b 
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Ecuaţiile de proiecţii ale forţelor pentru întregul sistem şi pentru cadrul 1 
servesc la verificarea rezultatelor. 

¾ Ecuaţiile de verificare se pot scrie pentru întreg sistemul: 

Σ FX=0  ⇒ HA + HB  + pa  - 6pa = 0      (m) 

Σ Fy =0      ⇒ VA + VB  - 2pa - pa  - 3pa - 6pa = 0    (n) 
¾ Sau numai pentru cadrul 1: 

din Σ FX=0  ⇒ HA - HC  + pa  = 0      (o) 

din Σ Fy =0      ⇒ VA - VC  - 2pa - pa  - 3pa  = 0    (p) 
 

Generalizând rezolvarea acestui tip de problemă, se alege sistemul de 
referinţă cu originea în punctul C (O≡C, articulaţia dintre cele două cadre).  

Pentru determinarea reacţiunilor HA, VA, HB, VB se scriu cele două ecuaţii 
de momente ale forţelor pentru fiecare din cele două părţi faţă de punctul C: 
ΣMs=0 şi ΣMd=0 şi cele două ecuaţii de proiecţii ale forţelor pentru întreg 
sistemul ΣXi=0 şi ΣYi=0  obţinându-se: 

VAxA - HAyA + Ns =0;    
VBxB - HByB + Nd =0;        (q) 
HA + HB + X =0;     
VA + VB + Y =0                    unde am notat : 

¾ Ns Nd suma momentelor forţelor exterioare care acţionează asupra părţii din 
stânga/dreapta : Ns=Σ (xiYsi -yiXsi) + M1s; Nd=Σ (xiYdi -yiXdi) + M1d; 

¾ X,Y suma proiecţiilor  forţelor exterioare pe axa Ox, Oy:   X=Σ Xi ; Y=Σ Yi ; 

¾ Xi , Yi  proiecţiile  forţei exterioare iF pe axele Ox respectiv  Oy 

Rezolvând acest sistem rezultă următoarele valori ale reacţiunilor: 
HA=(NS xB + Nd xA + X xA yB - Y xA xB) / (xByA-xAyB) 
VA=(NS yB + Nd yA + X yA yB - Y xB yA) / (xByA-xAyB) 
HB=(-NS xB - Nd xA - X xB yA + Y xA xB) / (xByA-xAyB)     (r) 
VB=(-NS yB - Nd yA - X yA yB + Y xA yB) / (xByA-xAyB) 
Pentru calculul forţelor de legătură din articulaţia C se folosesc cele două 

ecuaţii de proiecţii ale forţelor pentru partea dreaptă : 
HC+HB+Xd=0              VC+VB+Yd=0               unde: 

¾ Xd suma proiecţiilor  forţelor exterioare din dreapta pe axa Ox:   Xd=Σ Xdi ; 

¾ Yd suma proiecţiilor  forţelor exterioare din dreapta pe axa Oy:  Yd=Σ Ydi ; 
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ALGORITMUL  DE  CALCUL  UTILIZAT PENTRU 
PROGRAMUL  EXCEL  

 
DATE DE INTRARE 

A B C D E F G H I J K L M N O P Q 

xA/a yA/
a 

xB/
a 

yB/
a 

x1s
/a 

y1s
/a 

X1s 

/pa 

Y1s 
/pa 

x2s
/a 

y2s/a X2s 

/pa 

Y2s 

/pa 

x3s/a y3s/a X3s 
/pa 

Y3s 

/pa 

M1s 
/pa2

 

-6 -5 4 -5 -6 -3 3 0 -4 0 0 -8 0 0 0 0 -4 

 

R S T U V X Y Z AA AB AC AD AE 

x1d/a y1d/a X1d/pa Y1d/pa x2d/a y2d/a X2d/pa Y2d/pa x3d/a y3d/a X3d/pa Y3d/pa M1d/pa2

2 0 0 -4 4 -1 -2 0 0 0 0 0 0 

 DATE DE IEŞIRE 
AF AG AH AI AJ AK 

Xs =ΣXis/pa Ys =ΣYis/pa Xd =ΣXid/pa Yd =ΣYid/pa X Y 
G+K+O H+L+P T+Y+AC U+Z+AD AF+AH AG+AI 

3 -8 -2 -4 1 -12 
 

AL AM AN AO AP AQ 

ΣXisyis /pa2 ΣYisxis/pa2 ΣXidyid /pa2 ΣYidxid/pa2 Ns Nd 
F*G+J*K+N*O E*H+I*L+M*P S*T+X*Y+AB*AC R*U+V*Z+AA*AD AM - AL+Q AO-AN+AE 

-9 32 2 -8 37 -10 

 

AR AS AT AU AV AW 

HA VA HB VB HC VC 
(AP*C+AQ*A+AJ*A*

D 

-AK*A*C)/(B*C-A*D) 

(AP*D+AQ*B+AJ*B*
D 

-AK*B*C)/(B*C-A*D)

(-AP*C-AQ*A-AJ*B*C

-AK*A*C)/(B*C-A*D)

(-AP*D-AQ*B+AJ*B*D 

-AK*A*D)/(B*C-A*D) 

-AT-AH -AU-AI 

1 7 -2 5 4 -1 

 
PROBLEME PROPUSE 

Se consideră sistemele formate din două cadre plane articulate în punctul C ca 
în fig. 5.1.4...5.1.5.  Se cunosc:  a, q, α ,   F1 , F2, ,  F4,  M.  
Se cer  forţele de legătură din reazemul simplu A, articulaţia O1  şi    
încastrarea O2 
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S5.2. ECHILIBRUL SISTEMELOR PLANE DE CORPURI 
CU FRÂNE (SABOT, TAMPON SAU BANDĂ) 
 
 
PROBLEME  REZOLVATE 

 

5.2.1. Se consideră sistemul de frânare cu sabot, format din patru corpuri: (1), 
(2), (3), (4) (fig. 5.2.1) sunt cunoscute: a,  G,  α, β,  µ = 0  pe planul înclinat,  
µ≠0  pe sabot,  corpul (3) de greutate neglijabilă.  Se cere:   
1) Ecuaţiile de echilibru pentru fiecare corp folosind metoda izolării. 
2) Determinarea forţei minime (Pmin ) pentru repaus. 
3) Determinarea forţelor de legătură. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
Rezolvare:  

1) Se separă corpurile şi se înlocuiesc legăturile cu forţe de legătură, ca în figura 
5.2.1.  

CORPUL 1 

x 

y

S 
N1

α G1 

CORPUL 4 

V2H2 H4

V4 

M4 

O2 G4 
2a 2a 

Fig.5.2.1 

O4

P

G2=2G    
  r2=a 
R2=2a 

G4=G, L4=4a

G1=20G 

2a 4a

2 

1 µ=0 

α 

O3 
β

a/4
3 

O2 4

G3=0

CORPUL 3 

T2
N

V3 

H3 
P

β 
4a 2a 

a/4 

CORPUL 2 

V2 

y

x S

T2 N2 

O2

G2 
H2 

α
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Relaţiile de echilibru pentru cele patru corpuri sunt următoarele: 

Corpul 1:  




α=
α=

⇒




=α−
=α−

⇒




=Σ
=Σ

cosGN
sinGS

cosGN
sinGS

Y
X

i

i

20
20

0
0

0
0

111

1   (a) 

Corpul 2: 















µ
α

=
µ

=⇒µ=

α==⇒=⋅−⋅

=+−α−
=−α−

⇒















=Σ
=Σ
=Σ

sinGTNNT

sinGSTaTaS

NGsinSV
TcosSH

uiechilibrul
italimlafizica

Conditia
M
Y
X

i

i

10

10
2

02

0
0

0
0
0

2
222

22

222

22

02  (b) 

Corpul 3:  













=⋅−⋅−⋅β⇒=Σ

=β+−⇒=Σ
=β++−⇒=Σ

0
4

260

00
00

2203

23

23

aTaNa)sinP(M

sinPNVY
cosPTHX

m

mi

mi

  (c) 

 Corpul 4:  








=⋅−⋅−⇒=Σ
=−−⇒=Σ

=+−⇒=Σ

0420
00

00

24404

324

42

aVaGMM
GVVY

HHX

i

i

     (d) 

Din ultima ecuaţie scrisă pentru corpul 3 avem: 

  )(
sin
sinG)TN(

sin
Pm µ+

βµ
α

=+
β

= 8
12
5

4
2

6
1 2

2     (e) 

 Înlocuind Pm şi forţele de legătură găsite (S, T2, N2 ) în celelalte ecuaţii,  
obţinem forţele de legătură: H2, V2, H3, V3, H4,V4, M4 .  









µ

α
++α=

β−
µ

α
=

β+α=









µ

α
++α==

α+α==

sinsinGaM

sinPsinGV

cosPsinGH

sinsinGVV

)cos(sinGHH

m

m

205402

10
10

10220

2110

2
4

3

3

2
42

42

     (f) 
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5.2.2  Se considră sistemul de frânare cu sabot format din patru corpuri, ca în 
fig.5.2.2,  pentru care se cunosc a, G, α, β.  Se cer:   
1) scrierea relaţiilor de echilibru pentru fiecare corp (după separarea lor) 
2) Determinarea forţei minime de frânare (Pmin ). 
3) Determinarea forţelor de legătură. 
   Rezolvare:  
1) Se separă corpurile şi se înlocuiesc legăturile cu forţe.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Ecuaţiile de echilibru pentru fiecare corp sunt: 

Corpul 1:  




=Σ
=Σ

0
0

i

i

Y
X

 




α=
α=

⇒




=α−
=α−

cosGN
sinGS

cosGN
sinGS

40
40

0
0

111

11   (a) 

Corpul 2: 








=Σ
=Σ
=Σ

0
0
0

02M
Y
X

i

i

  ⇒















µ
α

=
µ

=⇒µ=

α==⇒=⋅−⋅

=+−α−
=−α−

sinGTN)italimla(NT

sinGSTaTaS

TGsinSV
NcosSH

20

20
2

02

0
0

2
222

22

222

22

 (b) 

CORPUL 1 

x

y 

S 
N1 

α G1 

CORPUL 2

V2

y

x

S 

T2

N2O2

G2

H2

α

O3 

CORPUL 3

T2 

N2

H3 V3 

P 
β 

a/4 

a 

5a 

CORPUL 4 

V4

H4 H2

V2 

M4

O4 O2G4 

3a/2 3a/2

Fig. 5.2.2 

O4 

P

G2=2G   
  r2=a 
 R2=2a 

G4=G, L4=3a 

G1=40G 

a

5a

2 

1 µ=0 

α 

O3

β

a/4

3

O2 4 
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 Corpul 3:  








=Σ
=Σ
=Σ

0
0
0

03M
Y
X

i

i

  













=−⋅−⋅β

=β−+−
=β+−

0
4

5

0
0

22

23

23

aTaNa)sinP(

sinPNH
cosPTV

m

m

m

  (c) 

Corpul 4 : 








=Σ
=Σ
=Σ

0
0
0

04M
Y
X

i

i

  













=⋅−⋅−

=−−
=−

03
2

3
0

0

244

244

24

aVaGM

VGV
HH

   (d) 

Din ultima ecuaţie scrisă pentru corpul 3 rezultă:    

)(
sin
sinGPm µ+

βµ
α

= 4         (e) 

    Înlocuind rezultatele (S, T2 , N2 ,Pm ) în celelalte ecuaţii, rezultă: 

)sinsin(GV

)cos(sinGHH

110202

1220

2
2

42

+α−α=
µ

−αα==
      

)ctg(sinGV

)(sinGH

204

16

3

3

−β
µ
µ+

α=

µ−
µ
α

=
 (f) 

)sinsin(GV 32040 2
4 +α−α=        )sinsin(aGM 34080

2
3 2

4 −α+α−=  

 
5.2.5  Se consideră sistemul de frânare cu bandă din fig. 5.2.5 

Se cunosc valorile pentru: G, a, b, r, R şi µ − coeficientul de frecare a curelei pe 
disc; se neglijează greutăţile discului 1 şi ale pârghiei 2. 
Se cere valoarea forţei minime  Fmin. pentru frânare. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
  G

F

ba 
O2 

2 

R 
r 1 

O1 

Fig. 5.2.5 

F

CORPUL 2 

b a
V2

H2

S2
O2

CORPUL 1 

V1S1

H1 
S2 

R
S3 

r
O1
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 Rezolvare: 
 Se separă corpurile şi se înlocuiesc legăturile cu forţe de legătură, apoi se 
scriu ecuaţiile de echilibru (ţinând seama că tensiunea din fir S3=G): 
Corpul 1: 00 120 =⋅−⋅+⋅⇒=Σ RSrGRTM      (a) 

 Legea fizică a frecării (relaţia Euler) µπ≤ eSS 12     (b) 

Corpul 2: 00 202 =⋅−+⇒=Σ aS)ba(FM             (c) 

Înlocuind pe S2 din (c) în relaţiile (a) şi (b)  şi apoi pe S1 în (a) se obţine:     

F
a

baS +
=2         (d) 

respectiv: 

 
G

e
e

R
r

ba
aF

G
e

e
R
r

ba
aF

min 1

1

−
⋅⋅

+
=

−
⋅⋅

+
≥

µπ

µπ

µπ

µπ

      (e) 

 
5.2.6. Se consideră sistemul de frânare cu bandă (varianta b) din fig. 5.2.6. Se 
cunosc: G, a, b, r, R şi µ − coeficientul de frecare al curelei pe disc. Se 
neglijează greutăţile discului şi ale pârghiei.  
Se cere valoarea forţei minime  Fmin. pentru frânare. 
 
   
  
 
 
 
 
 
  
 
 

Rezolvare:  
Se separă corpurile şi se înlocuiesc legăturile cu forţe de legătură, apoi se 

scriu ecuaţiile de echilibru (ţinând seama că tensiunea din fir S3=G): 

F
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b
a V2

H2

S1

O2

Fig. 5.2.6 G 

Fb a

O2 2

R 
r 1 

O1 
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R 
S3 

r
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Corpul 1:  
µ

π

≤⇒

=⋅−⋅+⋅⇒=Σ

4
3

12

2101 00

eSS)Eulerluilatia(Re

RSrGRSM
   (a) 

 
Corpul 2:  00 102 =⋅−⋅⇒=Σ aFbSM     (b) 

Înlocuind în prima şi a doua ecuaţie S1 determinat din a treia, se obţine:

 










⋅≤

+=⇒=⋅−⋅+⋅

µ
π
4

3

2

22 0

eF
b
aS

G
R
rF

b
aSRSrGRF

b
a

    (c) 

 Înlocuind se obţine:   

 
11 4

3
4

3

−
⋅=

−
⋅⋅≥

µ
π

µ
π

e

G
Ra
rbF:sau

e

G
a
b

R
rF min     (d) 

 
5.2.7. Se consideră frâna cu tampon din fig.  5.2.7 . Se cunosc valorile pentru: 
G, a, α, β, b şi coeficientul de frecare  µ pe tampon. Se cere:  
1) Să se separe corpurile şi să se scrie ecuaţiile de echilibru;  
2) Să se determine forţa minimă  Pmin  pentru frânare.  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

Fig.5.2.7 
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Rezolvare: 
Ecuaţile de echilibru pentru fiecare din cele patru corpuri izolate, sunt: 

Corpul 1: 




α=
α=

⇒




=+α−
=+α−

cosGN
sinGS

NcosG
SsinG

50
50

0
0

111

1     (a) 

Corpul 2:     















µ
α

=
µ

=⇒µ=

α==⇒=⋅−⋅⇒=Σ

=β−β−α−−⇒=Σ
=β+β−α−⇒=Σ

sinGTN)italimla(NT

sinGSTaSaTM

sinNcosTsinSGVY
cosNsinTcosSHX

i

i

25

25
2

020

00
00

2
222

2202

2222

222

  (b) 

Corpul 3: 














+α
=⇒=⋅−+⋅⇒=Σ

=+−⇒=Σ
µ

α
==⇒=−⇒=Σ

a
)ba(sinGNaN)ba(TM

TNNY

sinGNPNPX

BBA

BAi

mmi

2500

00

2500

2

2

22

 (c) 

Corpul 4:   








=⋅−⋅−⇒=Σ
=+−−⇒=Σ

=+−⇒=Σ

0420
00

00

24404

442

42

aVaGMM
VGVY

HHX

i

i

    (d) 

  Înlocuind mărimile găsite ( S, T2 , Pm , NB ) în ecuaţiile nefolosite se obţin 
celelalte forţe de legătură ( H2 , V2 , NA , H4 , V4 , M4 ). 

 

a
sinbGN

sinsinsinGGV

cossincossinsinGH

A

α
=









βα








µ

++α+=









µ

βα
−αβ+α=

25

112252

225

2
2

2

    (e)

 









µ

βα
−αβ+α+=









βα








µ

++α+=

µ
βα

−αβ+α=

cossincossinsinGGN

sinsinsinGGV

)cossincossin(sinGH

A 21002

112253

225

2
4

4
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PROBLEME PROPUSE 
Se consideră sistemul de frânare cu sabot, format din patru corpuri: (1), (2), 
(3), (4) (fig. 5.2.8 ... 5.2.10) sunt cunoscute: a,  G,  α, β,  µ = 0  pe planul 
înclinat,  µ≠0  pe sabot,  corpul (3) de greutate neglijabilă.  Se cer:   
1) Ecuaţiile de echilibru pentru fiecare corp folosind metoda izolării. 
2) Determinarea forţei minime (Pmin ) pentru repaus. 
3) Determinarea forţelor de legătură. 
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CAPITOLUL VI 
SISTEME DE BARE ARTICULATE 

(GRINZI CU ZĂBRELE) 
 

REZUMAT DE TEORIE 
 Pentru determinarea eforturilor axiale din barele unui sistem de bare 
articulate static determinat (grinzi cu zăbrele) se folosesc frecvent două metode 
analitice: metoda izolării nodurilor şi metoda secţiunilor (RITTER). 
 Mai întâi se verifică dacă sistemul de bare articulate este static determinat: 
dacă se notează cu n numărul de noduri şi cu b numărul de bare articulate ale 
sistemului trebuie să fie îndeplinită următoarele condiţii: b=2n-3 pentru 
sistemele plane şi b=3n-6 pentru sistemele spaţiale. 
 Mai întâi se determină forţele de legătură ale sistemului cu mediul fix, 
scriinduse ecuaţiile de echilibrul forţelor corespunzătoare teoremei solidificării, 
după care se trece la rezolvarea propriu-zisă prin una din cele două metode: 
 a. Metoda izolării nodurilor 

Această metodă se bazează pe metoda izolării corpurilor sau pe teorema 
echilibrului părţilor de la echilibrul sistemelor , considerând ca o ''parte'' a 
sistemului de bare câte un nod , care fiind izolat poate fi considerat ca un punct 
material  acţionat de forţe concentrate în acel nod. Aceste forţe sunt forţe 
interioare (eforturile din bare) sau forţele exterioare aplicate în noduri (forţele 
date şi forţele de legătură cu mediul fix). 

Se scriu ecuaţiile de echilibru ale acestor forţe pentru fiecare nod al 
sistemului, sub forma proiecţiilor pe cele două /trei axe ale sistemului ales în 
plan/spaţiu. În final dacă sistemul este static determinat numărul total de relaţii 
independente obţinute este egal cu numărul total de necunoscute (reacţiuni 
+eforturi din bare) deci se poate rezolva analitic. 

Se utilizează în cadrul acestei metode următoarea convenţie: toate 
eforturile din bare se consideră iniţial că sunt pozitive (de întindere) deci sensul 
lor este acela că ies din nod. Dacă din calcule (după rezolvarea sistemului de 
ecuaţii) rezultă pentru aceste eforturi valori negative, atunci ele sunt în realitate 
eforturi de compresiune. 

b. Metoda secţiunilor (RITTER) 
Această metodă se bazează tot pe teorema echilibrului părţilor  şi se 

utilizează atunci când interesează efortul dintr-o anumită bară (sau un număr 
redus de bare). Pentru aceasta se procedează în felul următor: 
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¾ se secţionează sistemul de bare articulate cu un plan imaginar astfel încât să 
fie secţionată şi bara al cărei efort ne interesează şi se introduc în secţiunile 
corespunzătoare ale barelor eforturile necunoscute notate cu Sij, unde i,j sunt 
nodurile care definesc bara; caşi în cazul metodei izolării nodurilor se 
consideră iniţial că acestea sunt pozitive (ies din secţiune); 

¾ conform teoremei ecilibrului părţilor, forţele care acţionează asupra fiecărei 
''părţi'' obţinute în urma secţionării cu planul imaginar se află în echilibru 
deci eforturile din barele secţionate reprezintă de fapt forţele interioare de 
acţiune reciprocă a celor două părţi; 

¾ pentru determinarea  unui efort necunoscut (de exemplu în cazul unui sistem 
plan de bare articulate) se scrie ecuaţia de momente faţă de punctul de 
intersecţie (nodul) al suporturilor celorlalte două eforturi necunoscute. Dacă 
cele două eforturi care nu interesează sunt paralele atunci pentru 
determinarea celui de-al treilea effort necunoscut se foloseşte ecuaţia de 
proiecţii a forţelor după direcţia perpendiculară la cele două eforturi. 

 
6.1. GRINZI CU ZĂBRELE   
       PROBLEME REZOLVATE 

6.1. Se consideră grinda cu zăbrele din fig. 6.1.a  

  Se cunosc:  FF,FF,FF,FF,,a 20101025
4 4321 ====
π

=α  

 Se cer: 1) Reacţiunile în reazemul simplu (1) şi articulaţia (12) 
    2) Eforturile din nodurile (1),  (2),  (3) 
  3) Eforturile din barele:  6−8, 7−8, 7−9 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rezolvare: 

Fig. 6.1.a 
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1. Se înlocuiesc legăturile 1 şi 12 cu forţe de legătură şi se scriu ecuaţiile de 
echilibru pentru întreg sistemul de bare articulate: 

024560
00

00

1123412

4321

1

=α−⋅α−⋅−⋅−⋅−⋅⇒=Σ
=−−−α−+⇒=Σ

=α−⇒=Σ

a)cosF(a)sinF(aFaFaFaNM
FFFsinFVNY

cosFHX

i

i

  (a)

 Înlocuind cu valorile cunoscute se obţine:  

FV,FN,FH
3

50
3

855 ===       (b) 

Pentru verificare se scrie relaţia de moment faţă de 1:  
024560 432111 =⋅−⋅−⋅−α+⋅α−⋅=Σ aFaFaFa)cosF(a)sinF(aV:M  (c) 

2.  Se izolează nodurile în ordinea: (1), (2), (3) şi se scriu ecuaţiile de echilibru 
pentru fiecare: 
Nodul 1:  

   










−=

=
⇒










=+⇒=Σ

=+⇒=Σ

FS

FS

SNY

SSX

i

i

3
285

3
85

0
2
20

0
2
20

12

13

12

1213

 (d) 

Nodul 2: 

  










=

−=
⇒










=−−−⇒=Σ

=−⇒=Σ

FS

FS

SSFY

SSX

i

i

3
25

3
85

0
2
20

0
2
20

23

24

21234

2124

(e) 

Nodul 3: 

 










−=

=
⇒










=+⇒=Σ

=++−⇒=Σ

FS

FS

SSY

SSSX

i

i

3
225

3
110

0
2
20

0
2
20

34

35

3432

343531

(f) 

 Pentru determinarea eforturilor din barele 6-8, 7-8, 7-9 se aplică metoda 
secţiunilor scrind ecuaţiile de momente sau de proiecţie pentru forţele 
corespunzătoare părţii din stânga  secţiunii imaginare considerate (fig.6.1.d.).  
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 Suma momentelor forţelor faţă de nodurile 7 şi 8 şi suma proiecţiilor pe 
verticală a forţelor corespunzătoare pentru această parte, se scrie astfel: 

 
FSaNaFaFaSM

FSaNaFaFaSM

3
10004320

350320

7943798

6843687

−=⇒=⋅+⋅−⋅−⋅⇒=Σ

=⇒=⋅−⋅+⋅+⋅⇒=Σ
 (g) 

  FSSFFNYi 3
250

2
20 787834 −=⇒=⋅−−−⇒=∑   (h) 

 
6.2. Se consideră grinda cu zăbrele din fig. S6.2.a  

Se cunosc: FFFF,FF,,a 20210
4 4321 ====
π

=α .   Se cer: 

1) Reacţiunile din reazemul simplu (2) şi articulaţia (12);  
2) Eforturile în nodurile (1), (2), (3);  
3) Eforturile în barele: 6−8, 7−8, 7−9. 

Rezolvare:  
1) Se înlocuiesc legăturile cu forţe de legătură şi se scriu ecuaţiile de echilibru 

pentru întregul sistemul de bare articulate. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

023540
00

00

1132412

4231

1

=α+α+⋅−⋅−⋅−⋅⇒=Σ
=−−−α−+⇒=Σ

=α−⇒=Σ

a)sinF(a)cosF(aFaFaFaNM
FFFsinFNVY

cosFHX

i

i

 (a) 

11 

8 6 5

2 

a 

12 10

9 7 4

3 1 

a a 

α 

a a 
F1 

F2

Fig. 6.2.a 
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Ecuaţia de momente faţă de (2) este o ecuaţie de verificare: 
02540 423112 =⋅+⋅−⋅−α−α−⋅=Σ aFaFaFa)sinF(a)cosF(aV:M  (b) 

Înlocuind valorile cunoscute se obţine:    
H = 10F,    V = 25F,    N = 45F.       (c) 

2) Folosind metoda izolării nodurilor pentru nodurile  
(1), (2)  şi (3) avem: 

Nodul 1: 










−=⇒=+⇒=Σ

=⇒=+⇒=Σ

FSFSY

FSSSX

i

i

2200
2
20

200
2
20

12412

131213

 (d) 

Nodul 2:  










−=⇒=++⇒=Σ

−=⇒=−⇒=Σ

FSNSSY

FSSSX

i

i

250
2
20

200
2
20

232321

242421

(e) 

Nodul 3:  










=⇒=+⇒=Σ

−=⇒=+−⇒=Σ

FSSSY

FSSSSX

i

i

2250
2
20

50
2
20

343432

35343135

(f) 

 
 
 
 
 
 

3) Se aplică metoda secţiunilor, scriind două ecuaţii de momente faţă de 
nodurile 7 şi 8 şi o ecuaţie de proiecţii pe verticală, pentru forţele 
corespunzătoare părţii din dreapta: 














=⇒=−+−−⋅

−=⇒=⋅+⋅−⋅+⋅+⋅⇒=Σ
−=⇒=⋅−⋅+⋅−⋅⇒=Σ

FSFNFFS

FSaFaNaFaFaSM
FSaFaNaFaSM

2150
2
2

504320
50320

7842378

79423798

6842687

 (g) 

Fig. 6.2.c 
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PROBLEME   PROPUSE 
Se consideră grinzile cu zăbrele din fig. 6.3...6.6  
  Se cunosc: a, α, F1, F2, F3, F4. Se cer: 
1) Reacţiunile în reazemul simplu (sau firul) (A) şi articulaţia (B) 
2) Eforturile din nodurile (1),  (2),  (3) folosind metoda izolării nodurilor 
3) Eforturile din barele intersectate de planul CC’ folosind metoda secţiunilor. 
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CAPITOLUL VII 
STATICA FIRULUI OMOGEN GREU 

 

REZUMAT DE  TEORIE 
 Se consideră un fir omogen greu de lungime L şi de greutate specifică pe 
unitatea de lungime p  având punctele de prindere de la capetele sale notate în 
continuare cu A şi B (fig. 7.1). Se urmăreşte în acest capitol : 
¾ determinarea formei de echilibru  (curba funiculară)  
¾ determinarea modului de variaţie a tensiunii interioare din fir (efortul de 

întindere dintr-o secţiune oarecare atunci când firul este supus suplimentar 
(în afară de greutatea proprie ) acţiunii unor forţe exterioare.  

Ipotezele de lucru folosite sunt:  
¾ firul se consideră ca un corp unidimensional (dimensiunile secţiunii se 

neglijează în raport cu lungimea sa)  
¾ perfect flexibil (nu poate prelua eforturi de încovoiere )  
¾ perfect inextensibil (nu îşi modifică lungimea sub acţiunea sarcinilor 

exterioare) 
 În aceste condiţii ecuaţia generală de echilibru a firului sub formă 

vectorială se scrie:     0=+ p
ds
Sd        (1) 

unde: )s(SS = este funcţia vectorială a tensiunii din fir funcţie de arcul s, 
iar p  este greutatea specifică pe unitatea de lungime a firului 

Forma de echilibru a firului omogen greu este o curbă numită lănţişor 
având ecuaţia:   

y= a ch(x/a+C1)+C2       (2) 
 Dacă curba este raportată la un sistem de axe Oxy şi este simetrică în 
raport cu axa Oy, iar minimul C are ordonata a atunci ecuaţia are forma simplă:  
  y= a ch(x/a)         (3) 
 Lungimea unui arc limitat este  s= arc(CM)=a sh(x/a) , lungimea întregii 
curbe este: 

 L= 2a sh( α=⇒α⋅=⋅== tg/Latga)a/(shaABL 222 l x/a). 

 Valoarea tensiunii S într-un punct oarecare al firului M(x,y)este 
proporţională cu ordonata y a punctului şi are expresia: 
 )a/x(chapypS ==         (4) 
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PROBLEME REZOLVATE 
  

7.1. Se consideră un fir omogen de 
lungime L şi greutate specifică pe 
unitatea de lungime p , suspendat 
în punctele A şi B aflate pe aceeaşi 
orizontală (ca în fig 7.1). Tangenta 
la fir în punctele A şi B face cu 
orizontala acelaşi unghi α 
cunoscut.  
Se cer:  1) valorile tensiunii în 
punctele A , B (capetele firului) şi 
C (situat în punctul cel mai de jos 
al firului); 2) săgeata firului  f ;  3) 
distanţa l=AB . 

 Rezolvare 
1) Tensiunea într-un punct oarecare M(x,y) al firului conform relaţiei (4) este:

  )a/x(chapypS ==        (a) 

Având în vedere că lungimea totală a firului se poate scrie: 
  )a/(sha)CB(arc)AB(arcL 222 l===      (b) 

iar din fig. S7.1 se poate scrie: 

    ( ) )a/(sh)a/x(sh/ftg
/x

22
2

ll
l

==′=α
=

     (c) 

rezultă că lungimea totală a firului este: 
   α=⇒α== tg/La,tga)a/(shaL 2222 l     (d) 

Tensiunea într-un punct oarecare al firului fiind: )a/x(chapS = , rezultă 
că pentru x=0 se obţine tensiunea din punctul C: 

α== tg/pLapSC 2        (e) 

Întrucât proiecţia pe orizontală a tensiunii în orice punct al firului este 
constantă se poate scrie: HScosScosS CBA ==α=α ,  de unde rezultă: 

α=α== cos/pLcos/SSS CBA 2       (f) 

2)  Săgeata f a firului rezultă din relaţiile tensiunilor din B şi C: 
   αα−=−=−= sin/)cos(Lp/Sp/Syyf CBCB 21   (g) 

3)  Pentru calculul distanţei l=AB se ţine seama de faptul că: 

  α=+=α== cos/a/sha/chsitga/La/sh 1122 2lll  (h)  

x

y

BA 

l

C

p

BSAS

αα 

O 
Fig. S7.1 

ecP
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precum şi de definiţiile funcţiilor hiperbolice obţinându-se: 

α
α+

⋅==⇒
α
α+

=⇒

αα+==+

cos
sinlnaAB,

cos
sinlna/

;cos/)sin(ea/cha/sh a/

1212

122 2

ll

ll l

    (i) 

Observaţie: 
1. La aceleaşi rezultate se poate ajunge dacă se porneşte de la scrierea ecuaţiilor 

de echilibru ale forţelor firului liberat de legăturile din A şi B (fig.7.1) 
Aceste ecuaţii se scriu: 

∑
∑

=−α+⇔=

=α+α−⇔=

00
00

ecBAi

BAi

Psin)SS(Y
cosScosSX

      (j) 

unde Pec este forţa echivalentă a sistemului de forţe paralele: 

  ∫ ==
AB

ec pLpdsP  

2. După determinarea celor două tensiuni din fir, celelalte necunoscute se 
determină folosind procedeul prezentat anterior. 

 
7.2. Se consideră un fir omogen de lungime L şi greutate specifică pe unitatea 
de lungime p , suspendat în punctele A şi B a căror diferenţă de nivel h este 
necunoscută (ca în fig 7.2). Tangentele la fir în punctele A şi B fac cu orizontala  
unghiurile α1 şi α2 cunoscute.  
Se cer:  1) valorile tensiunii în punctele A , B (capetele firului) şi C (situat în 
punctul cel mai de jos al firului); 2) diferenţa de nivel h ; 3) lungimea firului L1 
între A şi C şi diferenţa de nivel dintre punctele A şi C . 
 

 
 
               
 
 
 
 
 

 
Rezolvare 
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1) Dacă se izolează firul şi se scriu ecuaţiile de echilibru ale forţelor firului 
eliberat de legăturile din A şi B (fig.7.1.a) se obţine: 

∑
∑

=−α+α⇔=

=α+α−⇔=

00
00

21

21

ecBAi

BAi

PsinSsinSY
cosScosSX

      (a) 

)sin(
cospLS

;
)sin(

cospLS

B

A

21

1

21

2

α+α
α

=

α+α
α

=⇒
        (b) 

unde Pec este forţa echivalentă a sistemului de forţe paralele: 
∫ ==
AB

ec pLpdsP  

2) Cunoscând coordonatele A(xA,yA) şi B(xB,yB) şi tensiunile din fir în A şi B:    
SA=pyA , SB=pyB ,  avem: 

.
cos

sin
Lh

)sin(
)cos(cosL

p
S

p
Syyh BB

AB

2

2
21

12

21

12

α+α

α−α

=

α+α
α−α

=−=−=

     (c) 

3) Izolând porţiunea de fir cuprinsă între A şi C (fig. 7.2.b) şi scriind ecuaţiile de 
echilibru ale forţelor firului liberat de legăturile din A şi C se obţine: 

∑
∑

=−α⇔=

=+α−⇔=

00
00

11

1

ecAi

CAi

PsinSY
ScosSX

        (d) 

)sin(
cossinL

p
sinSL

)sin(
coscospLcosSS

A

AC

21

211
1

21

21
1

α+α
αα

=
α

=⇒

α+α
αα

=α=⇒
      (e) 

unde Pec este forţa echivalentă a sistemului de forţe paralele: 

 ∫ ==
AC

ec pLpdsP 11  

Diferenţa de nivel dintre punctele A şi C se scrie: 

)sin(
)cos(cosLf

p
S

p
Sayf CA

A

21

12 1
α+α
α−α

=

−=−=
.        (f) 
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7.3. Se consideră un fir de greutate neglijabilă, suspendat în punctele A şi B 
aflate pe aceaşi orizontală (ca în fig. 7.2). În punctele O1 şi O2 ale firului sunt 
atârnate corpurile 1 şi 2 având greutăţile G1 şi G2, cu săgeţile corespunză-toare 
f1 şi f2.  

Se cer: 1) valorile tensiunii pe cele trei porţiuni ale firului; 2) unghiul β pe care 
îl face porţiunea de fir O1O2 cu orizontala; 3) lungimea totală a firului şi 
distanţa A1A2 dintre punctele de suspensie. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rezolvare 
Întrucât firul nu are greutate, pe cele trei porţiuni A1O1, O1O2, O2B, 

tensiunile din fir sunt constante. Pentru rezolvarea problemei se izolează 
nodurile O1 şi O2 şi se scriu ecuaţiile de echilibru al forţelor (fig. 7.3.b şi c.) 
obţinându-se: 

2112

21222

2122
2

11211

1211
1

0
0

0
0

SS:unde
GsinSsinS

cosScosS
:ONodul

GsinSsinS
cosScosS

:ONodul

=




=−β+α
=β−α





=−β+α
=β+α−

     (a) 

Rezolvând acest sistem rezultă: 

( ) ( )211212

21

1
212

21

2
211

GG/tgGtgGtg

;
)sin(

cos)GG(S;
)sin(

cos)GG(S

+α−α=β
α+α

α
+=

α+α
α

+=
  (b) 

 222
2
2

2
221111

2
1

2
112 α−+==α−+= sinGSGSSsinGSGSS   (c) 

 Lungimea totală a firului şi distanţa AB se determină astfel: 

 211211
2

212

1

1 α+β−+α=
α

+
β

−
+

α
= ctgfctg)ff(ctgfAB;

cos
f

cos
ff

cos
f

L   

Fig. 7.3 
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7.4 Se consideră un fir omogen greu aflat în repaus, având porţiunea AB pe 
un plan înclinat cu unghiul α fără frecare şi porţiunea BC liberă (ca în fig 
7.4.a). Se cunosc:  p  greutatea specifică pe unitatea de lungime a firului, 
unghiul α , unghiul β pe care îl face tangenta la fir cu orizontala în punctul C, 
diferenţa de nivel h dintre punctele B şi C, lungimea firului L dintre punctele B 
şi C.    Se cer:  1) valorea tensiunii în punctul C ; 2) lungimea L1 pe planul AB.  
 
 
 
 
 
 

 
Rezolvare 

       Dacă se izolează cele două porţiuni de fir şi se scriu ecuaţiile de echilibru 
ale forţelor firului eliberat de legături,  
¾ pentru AB (fig.S7.4.b) se obţine: 

B

i

i

SS;pLG
cosGNY

sinpLSsinGSX

==

=α−⇔=

α=⇒=α−⇔=

∑
∑

111

1

1111

00
00

   (a) 

¾ pentru BC (fig.S7.4.c) se obţine: 

β−+=⇒




==−β+γ
=β+γ−

2
0

0
2

2
2

2

22

sinGSGSS
)pLG(GsinSsinS

cosScosS
CCB

CB

CB  (b) 

Cunoscând ordonata punctului C şi relaţia dintre tensiuni SC=pyC  

⇒ ;
cos

pa
a
xshpa

a
xchpaS CC

C β
=+⋅=⋅= 21     (c) 

Înlocuind expresiile obţinute pentru SB şi SC se obţine: 
22

2

22
22

1
2 2 Lp

cos
sinpLa

cos
apsinLp +

β
β

−
β

=α      (d) 

Din fig. 7.4.c avem: 

h
cos

asinLsinL
cos

a
p

S
p

Syyh BC
BC −

β
=α⇒α−

β
=−=−= 11  (e) 

)hsinL(
cos)hL(a
−β

β−
=

2

22

.        (f) 

)hsinL(
)hL(p

cos
paSC −β

−
=

β
=

2

22

;          
)hsinL(sin

sinLhhL
sinp
SL B

−βα
β−+

=
α

=
2

222

1 . (g) 

Fig. 7.4 

β

α 

h 

A 

B 

C 

a)
α 

A

B

G1

N 
xy 

b)

SB

x

y 

O 

β 

h C

c) 

S1

S2

B
G2 

γ 
f 

a 
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CAPITOLUL VIII 
CINEMATICA  PUNCTULUI  MATERIAL  

 
 PROBLEME REZOLVATE 
8.1 Se consideră  un punct material având vectorul de poziţie în raport cu 
originea O a sistemului de axe Oxy dat de: ( ) jtitOMr 1164 2 −+==  (cm).   

Se cer: 1)  Ecuaţia traiectoriei şi trasarea ei în sistemul de axe Oxy; 2) Viteza şi 
acceleraţia punctului la momentul t; 3) Poziţia, viteza şi acceleraţia punctului la 
momentul  t1=1/2 s, precum şi raza de curbură a traiectoriei la acelaşi moment.  

Rezolvare :  
1) Ecuaţiile sub formă parametrică ale  
traiectoriei sunt :  





−=

=

116
4

2ty
tx

    (a) 

Eliminând parametrul t din ecuaţiile (a) 
se  obţine ecuaţia  sub formă  implicită  a  
traiectoriei: 

 012 =−− yx      (b) 

Această ecuaţie reprezintă o parabolă (fig. 8.1)   
cu vârful în V(0,-1) care intersectează axa Ox în 
punctele A(-1, 0)  B(1,0).   
2) Viteza şi acceleraţia punctului la momentul  t  
se detremină cu ajutorul proiecţiilor:  

• Viteza: 

 
tyv

xv

y

x

32
4

==
==
&

&
    (c) 

222 3216 )t(vvv yx +=+=⇒  

• Accelaraţia: 

  
32
0

==
==

ya
xa

y

x

&&

&&
   

3222 =+=⇒ yx aaa    (d) 

y

A

M(x1, y1)

x

Fig. 8.1.a 

V

B 2 

v

a

3 

vy 

vx

B A

V 

x

aτaυ 

M(x1, y1)

y 

3 

2 

Fig. 8.1.b 
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3)  Poziţia, viteza şi  acceleraţia punctului, raza de curbură a traiectoriei la  
momentul   t1=1/2 s  sunt : 

• poziţia:   
( )
( )




=
=

cmty
cmtx

3
2

1

1  ;       (e) 

• viteza:     
( )
( ) ( ) s/cm,tv
ty
tx

516
16
4

1
1

1 =⇒




=
=

&

&
  (f) 

• acceleraţia:  ( ) 2
1 32 s/cmta =      (g) 

Acceleraţia tangenţială la momentul t1=1/2 s se obţine prin derivarea în 
raport cu timpul a vitezei: 

2
1

22

31

2
22

s/cm)t(a

v
avav

vv
vvvv

v
dt
dva yyxx

yx

yyxx

=⇒

−
=

+

−
===

τ

τ

&&
&

    

Acceleraţia normală la momentul t1 este prin urmare: 
2

1
22 947 s/cm,)t(aaaa =⇒−= ντν      (h) 

• raza de curbură a traiectoriei (a) se calculează cu ajutorul formulei: 

 
( )

yxyx
yx
&&&&&&

&&

−
+

=ρ
322

  sau:    
ν

=ρ
a
v 2

    

    Raza de curbură la momentul   t1=1/2 s  este:       
( ) cm,t 3341 =ρ         (i) 

 Elementele calculate sunt reprezentate în fig. 8.1. şi sunt trecute în tabelul 
următor : 

Coordonate 
(cm) 

Viteze  
(cm/s) 

Acceleraţii  
(cm/s2) 

Raza 
(cm) 

x y vx vy v ax ay a aτ aν ρ 
2 3 4 16 16,5 0 32 32 31 7,94 34,3 

 
 
8.2 Se consideră  un punct material pentru care se cunoaşte  vectorul de poziţie 
în raport cu originea O a sistemului de axe Oxy:  

( ) ( ) jtcositsinOMr π+π== 23  (cm).   

Se cer: 1)  Ecuaţia traiectoriei (sub formă parametrică şi implicită în sistemul 
de axe Oxy) şi să se reprezinte grafic în sistemul de axe Oxy; 2) Viteza şi 
acceleraţia punctului; 3) Poziţia, viteza şi acceleraţia punctului la momentul  
t1=1/3 s, precum şi raza de curbură a traiectoriei la acelaşi moment.  
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Rezolvare :  
3) Ecuaţiile sub formă parametrică ale  
traiectoriei sunt :  





π=
π=

tcosy
tsinx

2
3

    (a) 

Eliminând parametrul t din ecuaţiile (a) se 
obţine ecuaţia sub formă implicită a traiectoriei: 

 01
23 2

2

2

2

=−+
yx           (b) 

Această ecuaţie reprezintă o elipsă cu centrul în originea sistemului de 
axe, de semiaxe:  a=3, b=2  (fig. 8.2)    
2) Viteza şi acceleraţia punctului la momentul t se detremină cu ajutorul 
proiecţiilor:  

• Viteza: 

 
tsinyv

tcosxv

y

x

ππ−==
ππ==

2
3

&

&
        (c) 

tcostsintcosvvv yx π+π=π+ππ=+=⇒ 22222 5449  

• Accelaraţia: 

  
tcosya

tsinxa

y

x

ππ−==

ππ−==
2

2

2
3

&&

&&
        (d) 

tsintcostsinaaa yx π+π=π+ππ=+=⇒ 2222222 5449   

3)  Poziţia, viteza şi  acceleraţia punctului, raza de curbură a traiectoriei la  
momentul   t1=1/3 s  sunt : 

• poziţia: ( )

( )





=

==

cmty

cmtx

1

598,2
2

33

1

1  ;      (e) 

• viteza:   
( )

( )
( ) s/cm,tv

ty

tx
1987

2
21

3
2

3

1

1

1 =
π

=⇒






π−=

π
=

&

&
  (f) 

• acceleraţia: ( )

( )
( ) 2

2

1
2

1

2

1 /476,27
2

31
2
33

scmta
ty

tx
==⇒







−=

−
= π

π

π

&&

&&
 (g) 

y 
2

M(x1, y1)
x

3 -3

-2 
Fig. 8.2 
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• raza de curbură a traiectoriei (a) se calculează cu ajutorul formulei: 

  
( )

yxyx
yx
&&&&&&

&&

−
+

=ρ
322

           (h) 

    Raza de curbură la momentul   t1=1/3 s  este: 

        ( ) cmt 005,2
16

217
1 ==ρ          (i) 

 
8.3 Acelaşi enunţ ca la probema 8.2,  cu următoarele date : 

  cm,jtcositsinOMr 





 π

++





 π

+==
3

21
3

2   ;  momentul  t1=1 s; 

 Rezolvare :         
1) Ecuaţiile sub formă parametrică ale traiectoriei sunt :  

 










π
+=

π
+=

tcosy

tsinx

3
21

3
2

    sau:  










π
=

−

π
=−

tcosy

tsinx

32
1

3
2

     (a) 

 Ridicând  la  pătrat  relaţiile  (a)  şi 
însumând membru cu membru, se obţine ecuaţia  
sub formă implicită a traiectoriei în sistemul Oxy: 

  ( ) 01
2

12
2

2 =−





 −

+−
yx   (b) 

care reprezintă o elipsă având centrul: C (2 , 1) 
 de semiaxe:  a=1, b=2 (fig. 8.3). 
2) Poziţia, viteza, şi acceleraţia punctului la 
 momentul t şi la momentul  t1=1s  sunt: 

• Poziţia  

( )

( )





=

=+=⇒










+=

+=

cmty

cmtx

ty

tx

2

866,2
2
32

3
cos21

3
sin2

1

1

π

π

       (c) 

• Viteza:  









=π=

π
+

π
=+=

⇒










ππ
−=

ππ
=

s/cm,/)t(v

tsinyx)t(v

tsiny

tcosx

8881613
3

31
3

33
2

33

1

222 &&

&

&

    (d) 

y 

3 

1 

-1 

M(x1, y1)

x 3 1 2 

Fig. 8.3 

O

C 
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• Acceleraţia:  

tyxa
ty

tx

3
cos31

9
3

cos
9

2
3

sin
9 2

2
22

2

2

ππ
ππ

ππ

+=+=⇒










−=

−=
&&&&

&&

&&

   (e) 

( ) 2
2

1 /451,1
18

7 scmta ==⇒
π  

• Raza de curbură a traiectoriei punctului la momentul   t1=1 s   este:  

   
( ) ( ) cmt

yxyx
yxt 929,2

16
1313;)( 1

322

==
−
+

= ρρ
&&&&&&

&&
      (f) 

 
 
 
 

8.4. Se consideră mecanismul  bielă-manivelă  din figura 8.4, pentru care se 
cunosc:  3/,, ll === MBABrOA   şi  legea de mişcare a manivelei OA: 

( ) tt πϕ 3= .   
Se cer:   1) Ecuaţia traiectoriei punctului M sub formă parametrică şi explicită;  
2) Poziţia, viteza, acceleraţia punctului şi raza de curbură a  traiectoriei la 
momentul t1=1/6 s, dacă se cunosc valorile numerice: r=10cm, cm30=l  

Rezolvare :  
Se notează cu α  unghiul OBA (fig. 8.4). Coordonatele punctului M faţă 

de axele sistemului Oxy sunt:   










α=′=

α+ϕ=′′+′=

sinMMy

cossinrMAAOx

M

M

3

3
2

l

l

      (a) 

Teorema sinusurilor în 
triunghiul OAB se scrie: 

( )

ϕ−=α⇒

ϕ=α⇒

α
=

ϕ−

2
2

2

0

1

90

cosrcos

cosrsin

sin
r

sin
l

l

l
 

y A 

ϕ 
M

O 
B x

Fig. 8.4 
A’ M’

r l

α

α 
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 Prin urmare, ecuaţiile parametrice (a) devin:  

 










ϕ=

ϕ−+ϕ=

cosry

cosrsinrx

3

3
2 222l

       (a) 

Eliminând parametrul ϕ din ecuaţiile parametrice (a’), se obţine ecuaţia 
explicită a traiectoriei punctului M în sistemul de axe Oxy:  

 2222 9
3
29 yyrx −+−= l               (b) 

2) Poziţia, viteza, acceleraţia punctului şi raza de curbură la momentul t1=1/6 s,  

   (ϕ=π/2,  0;3 == ϕπϕ &&& ) se determină astfel: 

• 






=

=+=
⇒










=

−+=

0)(

30
3
2)(

cos
3

cos
3
2sin

1

1

222

ty

cmrtx
ry

rrx ll

ϕ

ϕϕ
  (c) 

• 

s/cm,)t(v
r)t(y

)t(x

sinry

cosr
sinrcosrx

41631
0

3
1

2
3

1
1

1

222

=⇒




π−=
=



















 ϕϕ−=












ϕ−
ϕ

⋅+ϕϕ=

&

&

&&

l
&&

     (d) 

• 

( )
( )













=





−=















−

−−
⋅+−=

)0(cos
3
1

cos

2sincos2cos4
6

sin

2

3222

22222
2

ϕϕϕ

ϕ

ϕϕϕϕϕ

&&&&&

l

l
&&&

deoarecery

r
rrrrx

 

2
1

1

2
1 220

0
3
219

s/cm)t(a
)t(y

rr)t(x
=⇒








=







 −−π=

⇒
&&

l
&&

   (e) 

• Raza de curbură a traiectoriei punctului momentul   t1=1/6  s   este:  
( )

( ) cm,t

;
yxyx

yx
)t(

4864
16

1313
1

322

==ρ

−
+

=ρ
&&&&&&

&&

        (f) 
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8.5. Se consideră mecanismul  format din două pistoane şi o bielă (fig. 8.5), 
pentru care se cunosc 3/2, ll == AMAB  şi legea de mişcare a pistonului B: 

( ) ttsOB πcos310== . 
 Se cer:  
1) Ecuaţiile sub formă parametrică şi implicită a traiectoriei punctul M al bielei   
2) Poziţia, viteza, acceleraţia punctului şi raza de curbură la momentul t1=1/3 s, 
dacă se cunosc valorile numerice:  cm,/ 303 =π=α l . 

Rezolvare :  
Se notează unghiurile: BOA=α  şi β=OAB  (fig. 8.5) 

Ecuaţiile sub formă parametrică ale traiectoriei punctului M al bielei sunt: 

 










β=′=

β+α=′′+′=′=

sinMMy

coscossMBBOMOx

M

M

3
2

3
l

l

     (a) 

Din teorema sinusurilor 
scrisă în triunghiul OAB, 
avem: 

αβ

αβ

αβ

2
2

2

sin1cos

;sinsin

sinsin

l

l

l

s

s

s

−=⇒

=⇒

=

 

Ecuaţiile parametrice ale traiectoriei punctului M se  scriu: 

 










α⋅=

α−+α⋅=

sinsy

sinscossx

3
2

3
1 222l

      (a’) 

Eliminând parametrul s din ecuaţiile (a’) se obţine ecuaţia explicită a 
traiectoriei punctului M :  

   2222 94
6
194

2
1 yysx −+−= l       (b) 

2)   Poziţia, viteza, acceleraţia punctului şi raza de curbură la momentul t1=1/3 s,  

( ) ( )
( ) :astfel determinã se)s/cm/costs

s/cm/sints;cm/costs;s/(
222

1

11

353310

1533103533103

π−=π⋅π−=

π−=π⋅π−==π⋅=π=ϕ

&&

&
 

y 
B 

βα 

M 

O 
A

x

Fig. 8.5 
B’ M’

s 
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• Poziţia:  





=
=

⇒
















 α⋅=

α−+α⋅=

cm)t(y
cm,)t(x

sinsy

sinscossx

5
01314

3
2

3
1

1

1

222l

   (c) 

• Viteza: 









=
−=
−=

⇒

















 α⋅=









α−

α⋅
−α=

s/cm,)t(v
s/cm,)t(y
s/cm,)t(x

cossy

sins
sinscossx

46525
715
0520

3
2

3

1

1

1222

2

&

&

&&

l
&&

  (d) 

• Acceleraţia: 

( )

















 α⋅=

α−

α
−








α−

α⋅
−α⋅=

cossy

sins

sins
sins

sinscossx

3
2

33 3222

22
2

222

2

&&&&

l

l
&

l
&&&&

  

2
12

1

2
1 9977

4928
672

s/cm,)t(a
s/cm,)t(y

s/cm,)t(x
=⇒





−=

−=
⇒

&&

&&
   (e) 

• Raza de curbură a traiectoriei punctului momentul   t1=1 s   este:  

( ) ( ) cm,t;
yxyx

yx
)t( 044291

322

=ρ
−
+

=ρ
&&&&&&

&&
     (f) 

 
8.6. Se consideră mecanismul  format din două 
bare OC şi AB (O =articulaţie fixă) şi două 
culise: prima mobilă în A şi a doua fixă în D 
(fig. 8.6), pentru care se cunosc OC=a, l=OD  
şi  legea de mişcare a barei AB:  s=DA=v0t.   
Se cer:  
1) Ecuaţiile sub formă parametrică şi implicită 
a traiectoriei punctul C al bielei .  
2) Poziţia, viteza şi acceleraţia punctului C 
pentru poziţia particulară ϕ=π /4, dacă se 
cunosc valorile numerice: 
  cm,cma 3010 == l ,  v0=30cm/s. 

y 
C 

ϕ 
O 

x 

Fig. 8.6 

l  

A 

B
v0 

D
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Rezolvare :  
Coordonatele punctului C faţă de axele sistemului Oxy sunt:   





ϕ=
ϕ=

sinay
cosax

C

C        (a) 

 Este evident faptul că punctul C descrie cercul de rază a :     222 ayx CC =+  

 Din triunghiul OAD rezultă : 

 .
)tv(

tv
DA
ODsin;

)tv(DA
ODcos

2
0

2

0

2
0

2 +
==ϕ

+
==ϕ

ll

l  

Deci ecuaţiile parametrice ale pnctului C sunt: 

.
)tv(

tavy

;
)tv(

ax

C

C

2
0

2

0

2
0

2

+
=

+
=

l

l

l

      (b) 

Viteza punctului C se obţine derivând expresiile (b): 

( )

( ) 2
0

2
022

3
2

0
2

2
0

3
2

0
2

2
0

)tv(
avyxv;

)tv(

avy

;
)tv(

tvax

CCC

C

+
=+=⇒

+
=

+

−
=

l

l
&&

l

l
&

l

l
&

  (c) 

Acceletaţia punctului C se obţine prin derivarea vitezei  

  ( )22
0

2

3
02

)tv(
tvava

+
==
l

l
&        (d) 

Viteza şi acceleraţia punctului C pentru poziţia particulară ϕ=π /4, adică 

pentru     
0

12
0

22
2

v
t

)tv(
cos l

l

l
=⇒

+
==ϕ    şi  au valorile următoare: 

 s/cmav
)tv(

av)t(v 5
2

0
2

10
2

0
1 ==

+
=

ll

l      (e) 

( )
2

2

2
0

22
10

2
1

3
0

1 5
2

2 s/cmav
)tv(

tva)t(a ==
+

=
ll

l     (f) 
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8.7. Se consideră bara AB ce alunecă cu extremităţile sale A şi B după direcţiile 
axelor Ox şi Oy ca figura 8.7, astfel încât punctul B se deplasează spre originea 
O cu viteza v0=vB=constant. Se cer: 
1) Ecuaţia traiectoriei punctului  M al barei, ştiind că MA=a, MB=b. 
2) Poziţia, viteza şi acceleraţia punctului pentru ϕ1=π/6 s, dacă se cunosc 
valorile numerice pentru: a=20cm, b=10cm, v0=5cm/s 

Rezolvare :  

Se notează cu ϕ  unghiul OBA  
(fig. 8.7). Coordonatele punctului 
M faţă de axele sistemului Oxy sunt:   





ϕ=
ϕ=

cosay
sinbx

M

M           (a) 

Eliminând parametrul ϕ se obţine  
ecuaţia traiectoriei  sub  forma unei  elipse  
cu centrul în O, de semiaxe b şi a: 

 012

2

2

2

=−+
a
y

b
x           (b) 

Componentele vitezei şi acceleraţiei  punctului M se obţin prin derivarea 
relaţiilor (a): 





ϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕ−=

ϕ⋅ϕ+ϕ⋅ϕ−=




ϕ⋅ϕ−=
ϕ⋅ϕ=

sinacosay
cosbsinbx

sinay
cosbx

M

M

M

M

&&&&&

&&&&&

&&

&&

2

2
       (c) 

Pentru a determina mărimile vitezei unghiulareϕ&  şi acceleraţie unghiulare 
ϕ&&  se exprimă componentele vitezei punctului B în funcţie de parametrul ϕ: 

ϕ+
=ϕ⇒





ϕ⋅ϕ⋅+−=
=

⇒




ϕ+=
=

sin)ba(
v

cos)ba(y
x

cos)ba(y
x

B

B

B

B

0

00

&

&&

&

    (d) 

Dacă se derivează în raport cu timpul viteza unghiulară ϕ&  se obţine: 

ϕ
ϕ

+
−=ϕ

32

2
0

sin
cos

)ba(
v

&&        (e) 

 Înlocuind (d) şi (e) în relaţiile (c) se obţine: 

y

A 

ϕ

B

x

Fig. 8.7 

M

b

a 

O

v0
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ϕ+
+

=⇒










=
+

−=

ϕ
+

=
2220

0

0

ctgba
ba

vv
)ct(

ba
avy

ctg
ba

bvx
M

M

M

&

&

   (f) 

ϕ+
=⇒









=ϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕ−=

ϕ+
−=ϕ⋅ϕ+ϕ⋅ϕ−=

32

2
0

2

32

2
02

0

sin)ba(
bva

sinacosay
sin)ba(

bvcosbsinbx

M

M

M

&&&&&

&&&&&

    (g) 

Poziţia , viteza şi acceleraţia punctului M pentru ϕ1=π/6  sunt: 





=ϕ=
=ϕ=

cm,cosay
cmsinbx

M

M

3217
5

1

1  

2

1
32

2
0

1

1
2220

1

222

414

s/cm,
sin)ba(

bv)(a

s/cm,ctgba
ba

v)(v

M

M

=
ϕ+

=ϕ

=ϕ+
+

=ϕ
     (h) 

 Observaţie : 
        La acelaşi rezultat dat de relaţiile (g) se poate ajunge derivând relaţiile (f):  

( ) ( )








=
ϕ+

−=
ϕ

ϕ−
⋅

+
=′ϕ

+
=

0

32

2
0

2
00

M

M

y
sin)ba(

bv
sinba

bvctg
ba

bvx

&&

&
&&

 

 
8.8. Se consideră mecanismul  
format din două bare articulate OC 
şi AB şi două culise: prima culisă 
din A după axa Ox şi a doua culisă 
din B după axa Oy (fig. C1.8), unde 
OC=AC=CB=AM=l  şi  legea de 
mişcare a barei OC, ϕ(t)=3πt  
(rad).   
Se cer: 1) Ecuaţiile sub formă 
parametrică şi implicită a 
traiectoriei punctul M. 2) Viteza şi 
acceleraţia punctului M  la 
momentul t1=1/9 s dacă se 
cunoaşte valoarea pentru  

cm30=l  

y 

ϕ 

O x

Fig. 8.8 

A 

B 

C 

M

M’

C’ 
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Rezolvare :  
Coordonatele punctului M sunt:   





ϕ⋅−=
ϕ⋅=

cosy
sinx

M

M

l

l3
      (a) 

Ridicând  la  pătrat  relaţiile  (a)  şi însumând membru cu membru, se 
obţine ecuaţia traiectoriei sub formă implicită: 

   0
3

22
2

=−+







lyx         (b) 

care reprezintă o elipsă având centrul în origine şi semiaxele: ll == b;a 3   

Deci ecuaţiile parametrice ale pnctului M sunt: 





π⋅−=
π⋅=

tcosy
tsinx

M

M

3
33

l

l
      (c) 

Viteza punctului M: 

tcosxx)t(v

tsiny
tcosx

MM

M

M

π+π=+=





π⋅π=
π⋅π=

3813

33
39

222 l&&

l

l&

     (d)  

Acceleraţia punctului M: 

tsinyx)t(a

tsiny
tsinx

MM

M

M

π+⋅π=+=⇒





π⋅π=

π⋅π−=

3819

39
327

2222

2

2

l&&&&

l&&

l&&

    (e) 

Poziţia, viteza şi acceleraţia punctului M la momentul t1 =1/9 s, sunt :  





−=π⋅−=
=π⋅=

cmtcos)t(y
cm,tsin)t(x

M

M

153
9427733

11

11

l

l
 

s/cm,tcosyx)t(v MM 7264893813 222
1 =π+⋅π=+= l&&   (f) 

222
1 3870503819 s/cm,tsin)t(a =π+⋅π= l  
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8.9. Se consideră mecanismul  format din două bare articulate OC şi AB şi două 
culise: B după axa Ox şi C după axa Oy (fig. C1.8), unde OA=AC=AB=l  şi  
legea de mişcare a barei OC, ϕ(t)=ω t  (ω=const).   
Se cer: Viteza şi acceleraţia punctelor B şi C în funcţie de t şi la momentul 
t1=1/18 s dacă se cunoaşte valoarea lungimii cm10=l   şi ω=3π  rad/s. 

Rezolvare :  
Coordonatele punctelor B şi C sunt:   





ω⋅=
=





=
ω⋅=

tsiny
x
y

tcosx

C

C

B

B

l

l

2
0

0
2

    (a)  

Viteza punctelor B şi C sunt: 

tcosv
tcosy

x

tsinv
y

tsinx

C
C

C

B
B

B

ω⋅ω=⇒




ω⋅ω=
=

ω⋅ω=⇒




=
ω⋅ω−=

l
l&

&

l
&

l&

2
2
0

2
0

2

 (b) 

Acceleraţia punctelor B şi C sunt:  

tsina
tsiny

x

tcosa
y

tcosx

C
C

C

B
B

B

ω⋅ω=⇒




ω⋅ω−=

=

ω⋅ω=⇒




=
ω⋅ω−=

2
2

2
2

2
2

0

2
0

2

l
l&&

&&

l
&&

l&&

     (c) 

Poziţia, viteza şi acceleraţia punctelor B şi C la momentul t1=1/18 s, sunt :  





=π⋅=
=





=
=π⋅=

cm/siny
x
y

cm,/cosx

C

C

B

B

1062
0

0
321762

l

l

       (d) 





=π⋅ω=
=π⋅ω=

s/cm,/cosv
s/cm,/sinv

C

B

2416362
259462

l

l
     (e) 





=π⋅ω=

=π⋅ω=
22

22

2688862
52153862

s/cm,/sina
s/cm,/cosa

C

B

l

l
     (f) 

 

 

y

ϕ 
O

x

Fig. 8.9 

A 

B 

C

A’’

A’ 
ω



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 

 

112

PROBLEME PROPUSE 
8.10 ... 8.13. Se consideră bara AB ce alunecă ca figură (fig. 8.10 ... 8.13), 
astfel încât punctul B  rămâne permanent în contact cu muchia/suprafaţa 
cilindrică iar punctul O se deplasează cu viteza v0=constant. Se cer: 
1) Ecuaţia traiectoriei punctului  M al barei, cunoscând h , R,  MA=a, MB=b. 
2) Poziţia, viteza şi acceleraţia punctului la momentul t. 
 

B 

A 

R

O

vO 

Fig.8.11 

M 

x1

y1

O1

B 

R 
vOO

A 

O

Fig.8.12 

M 

y1 

x1

Fig. 8.10 

A 

B 

h 

O 
vO

M 

y1

x1

O1 

Fig.8.13 

v
C

A

O1

R M 

O 

y1

x1

B
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CAPITOLUL IX 
DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL 

 
 

 
9.1. Se consideră  un punct material de masă m care se deplasează pe o 
suprafaţă orizontală  AOA1= L, cu frecare ( )0≠µ , pornind din A0 cu viteza 
iniţială vo dată.(fig. 9.1.a) Se cere:   Să se studieze mişcarea pe A0A1, 
deteminâdu-se viteza în A1 (vA1 = v1), folosind atât ecuaţia de mişcare cât şi 
teorema de variaţiei a energiei cinetice. 
 Rezolvare:     

Se alege sistemul de axe Oxy cu originea în A0 şi axa Ox pe ortizontală, 
ca în fig. 9.1.b. Ecuaţia vectorială de mişcare  pe A0A1 se scrie: 

 TNGrm ++=&&    (a)  

care proiectată pe axele x şi y conduce la  





+−=
−=

Nmgym
Txm

&&

&&
   (b) 

la care se asociază condiţia geometrică: 
 ( )00 == yy && ,    (c) 

şi condiţia fizică a frecării: 
 NT µ= ,     (d) 
 Ţinând seama de condiţia (c), din a doua ecuaţie (b) se obţine: mgN =   

Ţinând seama de condiţia (d), dacă înlocuim în prima ecuaţie (b) se 

obţine:  21

2

1 2
CtCtgxCgtxgx ++µ−=⇒+µ−=⇒µ−= &&&   (e) 

Punând condiţiile iniţiale la momentul ( ) ( ) 00000 vx,xt ==⇒= & se 
obţin constantele de integrare din (e):   C1 = v0, C2 = 0 . Deci legile de mişcare 

sunt: 00

2

2
vgt)t(v,tvtg)t(x +µ−=+µ−=      (f) 

 Eliminând parametrul t se obţine: gxv)x(v µ−= 22
0   (g)

 Pentru Lxx A ==
1

,  se obţine viteza din A1: gLvv µ−= 22
01   (h) 

 Iar din teorema energiei cinetice : 1001 −=− LEE  adică 

 mgLXdxmvmv L

µ−==− ∫
0

2
0

2
1

22
,   şi se obţine aceeaşi expresie pentru v1. 

b. 

N T

y

xA1 
G 

A0≡O

v0

A

v

A1 A0

v0 v1

a. 

Fig. 9.1 
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9.2. Se consideră  un punct material de masă m care se deplasează pe un plan 
înclinat cu unghiul α , cu frecare ( )0≠µ , pe linia de cea mai mare pantă, 
pornind din A0 cu viteza iniţială vo dată (fig. 9.2.a).  Se cere:   
1) Să se determine legea de mişcare la urcare şi să se determine distanţa 

A0A1=L (în A1 punctul material se opreşte), folosind atât ecuaţia de mişcare 
cât şi teorema de variaţiei a energiei cinetice.  

2) Să se determine legea de mişcare la coborâre dacă α<µ tg  şi să se 
determine viteza cu care trece prin A0, folosind atât ecuaţia de mişcare cât 
şi teorema de variaţiei a energiei cinetice. 

 
  
 
 
 
 
 
 

Rezolvare:     
1) În cazul urcării pe planul înclinat, se alege sistemul de axe Oxy cu originea în 

A0 şi axa Ox pe direcţia planului în sensul mişcării, ca în fig. 9.2.b şi se 
eliberează punctul de legături introducându-se forţele de legătură 

( )NTTsiN µ=  (conform axiomei legăturilor).  

Ecuaţia diferenţială a mişcării pe A0A1, în proiecţii pe axe se scrie: 

,Ncosmgym
;Tsingmxm

+α−=
−α−=

&&

&&
      (a) 

Ecuaţia traiectoriei (condiţia geometrică) este:  
y = 0 ( 00 == y;y &&& )       (b) 

Condiţia fizică a frecării este: NT µ= ,      (c) 

care introduse în (a)  conduce la: 

  ( )αµ+α−=
α=

cossingx
cosmgN

&&
       (d) 

 Integrând succesiv de două ori ultima ecuaţie (d), se obţine: 

  
( )

( ) .CtCtgcossinx

,Ctcossingx

21
2

1

2
1

++αµ+α−=

+αµ+α−=&
     (e) 

 A1 

 A0 

 α 

a. 

0v

01 =v

Fig. 9.2

 y 

A1

A

 A0

x

 α 

T

 N

b.

 G0v

urcare
y

A1

A 

A0x

 α 

 T  
 N  

c. 

 G  

coborâre 
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Dacă se introduc condiţiile la momentul iniţial t = 0 :    
x (0) = 0,  ( ) 00 vx =&  rezultă constantele de integrare: 01 vC = , C2 = 0 .  

Legea de mişcare este dată de: 

  ( ) 2
0 2

1 tgcossintv)t(x αµ+α−=      (f) 

( ) .gtcossinv)t(x)t(v αµ+α−== 0&    

 Eliminând parametrul t se obţine:  

)cos(sinxgv)x(v αµ+α−= 22
0      (g) 

 În punctul A1  deplasarea este  xA1 = L  şi  vA1 = 0 ,  rezultă:  

   .
)cos(sing

vL
αµ+α

=
2

2
0       (h) 

Teorema energiei cinetice se scrie: 
    1001 −=− LEE            

 unde: 2
001 2

10 vmE,E ==  

( ) ( )[ ] ( )

( )LTsinGL

idxjNcosGiTsinGrdFL

−α−=

⋅+α−+−α−=⋅=

−

−−
− ∫∫

10

1010
10

 

deoarece:  αµ cosGN,NT == ,  

avem:      ( )αµ+α−=− cossinLmgL 10  

     Înlocuind în teorema energiei cinetice, obţinem aceeaşi relaţie pentru L. 
 

2) În cazul coborârii pe planul înclinat, se alege sistemul de axe Oxy cu originea 
în A1 şi axa Ox pe direcţia planului în sensul mişcării, ca în fig. 9.2.c , se 
introduc forţele de legătură TsiN .   

Ecuaţia diferenţială a mişcării pe A1A0, în proiecţii pe axe se scrie: 

,Ncosmgym
;Tsingmxm

+α−=
−α=

&&

&&
       (i) 

Ecuaţia traiectoriei (condiţia geometrică) este:  
y = 0 ( 00 == y;y &&& )       (j) 

Condiţia fizică a frecării este: NT µ= ,      (k) 

care introduse în (i)  conduce la: 

  ( )αµ−α=
α=

cossingx
cosmgN

&&
       (l) 
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 Integrând succesiv de două ori ultima ecuaţie (l), se obţine: 

  
( )

( ) .CtCtgcossinx

,Ctcossingx

21
2

1

2
1

++αµ−α=

+αµ−α=&
     (m) 

Dacă se introduc condiţiile la momentul iniţial  t = 0 :    
  x (0) = 0,  ( ) 00 =x&  rezultă constantele de integrare: 01 =C , C2 = 0  

Legea de mişcare este dată de: 

  ( ) 2

2
1 tgcossin)t(x αµ−α=       (n) 

( ) .gtcossin)t(x)t(v αµ−α== &    

 Eliminând parametrul t se obţine:  

)cos(sinxg)x(v αµ−α= 2       (o) 

 În punctul A0  (la coborâre) deplasarea este  x = L   şi viteza  00
vvA ′= ,  

rezultă: )cos(sinLgv αµ−α=′ 20       (p) 

unde înlocuind valoarea lui L obţinută cu relaţia (h) rezultă: 

αµ+α
αµ−α

=′
cossin
cossinvv o0        (q) 

Teorema de variaţie a energiei cinetice se scrie: 
    

0110 AAAA LEE −=−       

unde: 2
02

10
01

vmE,E AA ′==        (r) 

( ) ( )[ ] ( )

( )LTsinGL

idxjNcosGiTsinGrdFL

AA

AA

−α=

⋅+α−+−α=⋅=

−

−−
− ∫∫

10

10
1010  (s) 

         Înlocuind în teorema energiei cinetice, obţinem pentru v’0 aceeaşi expresie: 

)cos(sinLgv αµ−α=′ 20       (t) 

 
Observaţie:    
Radicalul din relaţia (p) are sens dacă 0>αµ−α cossin  adică α<µ tg  

sau   α<ϕ , unde  ϕ  este unghiul de frecare ( µ=ϕ arctg ). Această condiţie este 
prevăzută în enunţul problemei. 
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9.3. Se consideră  un punct material de masă m care se deplasează pe o 
suprafaţă cilindrică exterioară de rază R,   fără frecare ( )0=µ , pornind din A0 
cu viteza iniţială vo (fig. 9.3.a.).    
Se cere să se studieze mişcarea pe A0A1, deteminând viteza în A1 (vA1) când 
punctul material părăseşte suprafaţa cilindrică, atât din ecuaţia de mişcare cât 
şi din teorema de variaţiei a energiei cinetice. 
  
 
 
 
 
 
 
 

Rezolvare:     
Se alege sistemul de axe natural cu originea în A, ca în fig. 9.3.b. Ecuaţia 

vectorială de mişcare pe porţiunea cilindrică se scrie:  

NGrm +=&&         (a) 
care proiectată pe axele sistemului natural se scriu: 

  







−θ=
ρ

θ=

Ncosmgvm

sinmgvm
2

&

       (b) 

unde  înlocuind: 
θ

=
θ

⋅
θ

==
d
dv

R
v

dt
d

d
dv

dt
dvv&   

în prima ecuaţie din (b) se obţine: 

θθ=θ=
θ

dsinRgvdv:sausing
d
dv

R
v  

Prin integrare se obţine : CcosRgv
+θ−=

2

2

      (c) 

Introducând condiţiile iniţiale:  θ(0)=0, v(0)=v0  

se obţine constanta de integrare:   RgvC +=
2

2
0  ,  

Legea de mişcare a punctului pe suprafaţa cilindrică se scrie:  
   ( ) 2

012 vcosRg)(v +θ−=θ      (d) 

Fig. 9.3 

v0 A0 

a. 

α 

O 

A1 

v1 R 

v0A0

θ

O

N 

G

ν

τ

A 

v1 

b.

A1 

B

α
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Înlocuind (b) şi R=ρ  (condiţia geometrică a mişcării) în ecuaţia a doua 
din (b) se obţine reacţiunea normală:   

( )
R

mvcosmg)(N
2
023 −−θ=θ       (e) 

 Presupunând că în A1 punctul material părăseşte suprafaţa cilindrică, se 
impun următoarele condiţii:   α=θ  , N= 0  şi  v=v1,  deci relaţiile (d) şi (e) se 
scriu: 

  
( )

( )







−−α=

+α−=

R
mvcosmg

vcosRgv
2
0

2
01

230

12
      (f) 

obţinându-se:  

3
2

3
2

2
0

1

2
0

vRgv

;
Rg

Rgvcos

+
=

+
=α

       (g) 

Întrucât se impune condiţia:  1
3

20
2
0 ≤
+

=α<
Rg

Rgvcos  ,    

rezultă: Rgv ≤0          (h) 

  Aceasta reprezintă condiţia ca punctul material să nu părăsească suprafaţa 
cilindrică încă din punctul A0. 

 
Determinarea vitezei v1 aplicând teorema de variaţie a energiei cinetice. 

Aceasta se scrie: 
    1001 −=− LEE         (i) 

unde: ;vmE;vmE 2
11

2
00 2

1
2
1

==  

)cos(GRcosGRdsinRGrd)NG(L α−=θ−=θθ=⋅+= α

−−
− ∫∫ 1

0
1010

10  (j) 

sau (vezi fig. 9.3.b): 
)cos(mgR)BOOA(mgLLLL BAABBAAA α−=−=+=+= −−−− 10 001010  

Aceasta semnifică faptul că lucrul mecanic nu depinde de drumul parcurs 
de punctul material, forţa de greutate fiind o forţă conservativă. 
  Înlocuind în (i) rezultă viteza punctului când părăseşte suprafaţa 
cilindrică:     

   ( )α−+= cosRgvv 122
01       
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9.4. Se consideră  un punct material de masă m care se deplasează pe o 
suprafaţă cilindrică interioară de rază R,  fără frecare ( )0=µ , pornind din A0 
cu viteza iniţială vo  (fig. 9.4.) 

 Se cere să se studieze mişcarea 
deteminând viteza şi rteacţiunea 
din punctul A atât din ecuaţia de 
mişcare cât şi din teorema de 
variaţiei a energiei cinetice. 
 Rezolvare  
Se alege sistemul de axe natural cu 
originea în punctul curent A, ca în 
fig. 9.3.b. Ecuaţia vectorială de 
mişcare a punctului material pe 
suprafaţa cilindrică interioară se 
scrie: 

Ngmrm +=&&         (a) 

care proiectată pe axele sistemului natural conduce la : 








+θ−=
ρ

θ−=

Ncosmgvm

,sinmgvm
2

&

       (b) 

Înlocuind: 
θ

=
θ

⋅
θ

==
d
dv

R
v

dt
d

d
dv

dt
dvv&   

în prima ecuaţie din (b) se obţine: 

θθ−=θ=
θ

dsinRgvdv:sausing
d
dv

R
v   

Prin integrare se obţine : CcosRgv
+θ=

2

2

      (c) 

Introducând condiţiile iniţiale:  θ(0)=0, v(0)=v0 , se obţine constanta de 

integrare: RgvC −=
2

2
0  ,  

Prin urmare legea de mişcare a punctului se scrie:  

( )θ−−=θ cosRgv)(v 122
0       (d) 

Utilizând şi a doua ecuaţie (b) se obţine legea de variaţie a reacţiunii 
normale:  

( )
R

mvcosmg)(N
2
023 +−θ=θ       (e) 

 A 

 τ N  

 θ 

 O 
 υ  

 0v   mg  Fig. 9.4 

 v  

 A0 

B 

R 
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Teorema de variaţie a energiei cinetice se scrie: AAAA LEE
00

=−    (f) 

unde :  2222
0 2

1
2
1

2
1

0
θ=== &mRmvE,vmE AA      (g) 

( ) ( )θ−−=ϕ=ϕϕ−=⋅=⋅+=
θ

θ
τ ∫∫∫ cosmgRcosmgRdRsinGdsFrd)NG(L

AAAA
AA 1

0
000

0

sau: )cos(mgR)BOOA(mgLLLL BAABBAAA θ−=−=+=+= −−−− 10 0000  (h) 

Aceasta semnifică faptul că lucrul mecanic nu depinde de drumul parcurs 
de punctul material, forţa de greutate fiind o forţă conservativă. 

Înlocuind (g) şi (h) în (f) se obţine:     

( )θ−−=−θ cosRmgvmRm 1
2
1

2
1 2

0
22 &      (i) 

obţinându-se aceeaşi expresie a legii de mişcare (d) : 

       ( )θ−−=θ cosRgv)(v 122
0 .      (j) 

Observaţii: 
¾ Din expresia vitezei rezultă că pentru Rgv 20 ≤  punctul material parcurge 

un arc de cerc având unghiul 090≤θ , după care se întoarce pe acelaşi drum 
(pe suprafaţa cilindrică) ; 

¾ Pentru valori ale lui v0 cuprinse între: RgvRg 52 0 << , reacţiunea N se 
anulează pentru valori ale unghiului: 00 18090 ≤θ≤ , adică punctul material 
se desprinde de pe suprafaţa cilindrică şi cade în aer; 

¾ Pentru Rgv 50 ≥   rezultă atât v>0 cât şi N>0, deci punctul material nu se 
desprinde de pe suprafaţa cilindrică şi îşi continuă mişcarea tot timpul pe 
suprafaţa cilindrică. 

 
9.5. Se consideră  un punct material de masă m care se deplasează pe o 
suprafaţă cilindrică interioară de rază R,  şi unghi α   fără frecare ( )0=µ , 
pornind din A0 cu viteza iniţială vo  (fig. 9.5.) 

Se cere să se studieze mişcarea 
deteminând viteza în A1 (v1) atât 
din ecuaţia de mişcare cât şi din 
teorema de variaţiei a energiei 
cinetice. 
Rezolvare  
Se alege sistemul de axe natural cu 
originea în A, ca în fig. 9.5.b. 
Ecuaţia vectorială de mişcare a  

 A 

 N  

 θ

 O 

 0v  

 mg  

Fig. 9.5 

 A0 

 τ 

υ 

α 
 1v  

 B 

 v  

R

 A1



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

 

121

punctului material pe suprafaţa cilindrică interioară se scrie: 

Ngmrm
rr&&r +=          (a) 

care proiectată pe axele sistemului natural conduce la : 








+θ−=
ρ

θ=

Nsinmgvm

,cosmgvm
2

&

        (b) 

Înlocuind: 
θ

=
θ

⋅
θ

==
d
dv

R
v

dt
d

d
dv

dt
dvv&   şi ρ=R (condiţia geometrică) în 

prima ecuaţie din (b) se obţine: 

θθ=θ=
θ

dcosRgvdv:saucosg
d
dv

R
v   

Prin integrare se obţine : CsinRgv
+θ=

2

2

      (c) 

Introducând condiţiile iniţiale:  θ(0)=0, v(0)=v0 se obţine constanta de 

integrare: 
2

2
0vC =  , prin urmare legea de mişcare a punctului se scrie:  

θ+= sinRgvv 22
0        (d) 

      Utilizând şi a doua ecuaţie (b) se obţine legea de variaţie a reacţiunii : 

  
R

mvsinmgN
2
03 +θ=        (e) 

 În punctul A1 viteza punctului şi reacţiunea normală sunt: 

α+= sinRgvv 22
01 ,     

R
mvsinmgN

2
0

1 3 +α=    (f) 

Teorema de variaţie a energiei cinetice între poziţiile A0 şi A se scrie:  
AAAA LEE

00
=−           

unde energia cinetică pentru cele două poziţii se scrie: 
222

0 2
1

2
1

2
1

0
mvmvE,vmE AA ===      (g) 

şi lucrul mecanic efectuat asupra punctului între A0 şi A: 

( ) θ=ϕ=ϕϕ=⋅=⋅+=
θ

θ
τ ∫∫∫ sinmgRsinmgRdRcosGdsFrd)NG(L

AAAA
AA 0

000

0
 

sau θ=⋅+=+= sinmgRABmgLLL ABBAAA 0
00

    (h) 

Înlocuind în (f) se obţine: θ=− sinRmgvmvm 2
0

2

2
1

2
1   , rezultând aceeaşi 

expresia (d) a legii de mişcare:  θ+= sinRgvv 22
0     (i) 
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9.6.  Se consideră  un punct material de masă m, care este lansat în sus pe 
direcţie verticală cu viteza iniţială 00

vvA = . Se cere legea de mişcare şi 
determinarea înălţimii maxime la care ajunge în  următoarele trei cazuri:  

1) când asupra punctului acţionează  numai  forţa de greutate gmG =  

2) când asupra punctului acţionează atât forţa de greutate gmG =  cât şi forţa 
de rezistenţă a aerului de forma vkmR −= . 
3) când asupra punctului acţionează atât forţa de greutate  

gmG =  cât şi forţa de rezistenţă a aerului 
v
vkmvR 2−= .  

Rezolvare:     
1)  Într-o poziţie intermediară pe A0A1, ecuaţia vectorială a  
     mişcării se scrie: 

 gmrm r&&r =        (a) 

care proiectată pe axa verticală A0x se scrie: gx −=&& . 

Integrând succesiv de două ori avem; 

 21

2

1 2
CtCtgx,Cgtx ++−=+−=&   (b) 

Punând condiţiile la momentul iniţal (t = 0): x(0) = 0, ( ) 00 vx =&  se obţine: 
 C1 = v1, C2 = 0, iar legile de mişcare pentru viteza şi deplasare sunt: 

  
0

0

2

2
vgtv

,tvgtx

+−=

+−=
        (c)  

Eliminând timpul t se obţine viteza v în funcţie de deplasarea x: 
gxvv 22

0 −=            (d) 
În punctul de înălţime maximă A1 avem: 
  hx,vv AA ===

11
01 , iar din (d) rezultă:   

R
g

v
g

vh −==
22

2
0

2
1         (e) 

2). Într-o poziţie intermediară pe A0A1 ecuaţia vectorială se scrie: 
vkmgmrm rr&&r −= , care proiectată pe axa A0x conduce la ecuaţia diferenţială 

neomogenă:     gxkx −=+ &&&   a cărei soluţie generală are forma:  

t
k
geCCx kt −+= −

21        (f) 

şi derivata  
k
gekCvx kt −−== −

2&        (g) 

x 

A1 

G 
R 

Fig.9.6 

v0 

A 

A0 

v 
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       Punând condiţiile iniţiale: x(0) = 0, ( ) 00 vx =&  se obţin constantele de 

integrare:   2
0

21 k
gkvCC +

=−=   ,    care introduse în relaţiile (f) şi (g) conduc la: 

  
( )










−
+

==

−−
+

=

−

−

k
ge

k
gkvxv

t
k
ge

k
gkvx

kt

kt

0

2
0 1

&

      (h) 

Înălţimea maximă hxA =1  se obţine pentru ∗=⇒= ttv A1
0  : 

 







+=∗

g
kvln

k
t 011         şi 
















+−=

g
kvln

kv
g

k
vh 1

1

0 11    (i) 

 
3) Într-o poziţie intermediară pe A0A1, ecuaţia de mişcare vectorială se scrie: 

  
v
vkmvgmrm 2−=&&         (j) 

care proiectată pe A0x ne conduce la ecuaţia diferenţială: 
  2xkgx &&& −−=         (k) 

unde înlocuind:  vx,
dt
dv

dt
xdx === &&&
2

2

,        avem: 

( ) Ckt
k/g

varctg
k/g

kdt
vk/g

dvkvg
dt
dv

+−=⇒−=
+

⇒+−=
1

2
2   (l) 

Punând condiţiile iniţiale la  t =0:  v(0) =v0     se obţine : 

k/g
varctg

k/g
C 01
=  

care înlocuită în (l) se obţine timpul t în funcţie de viteză:    

  
kg

)k/gv(arctg)k/gv(arctg
t

−
= 0      (m) 

Dacă în ecuaţia (k) se fac substituţiile: 

 ( )
dx
dvv

dt
dx

dx
dv

dt
dvx,)t(xv

dt
dxx =⋅==== &&&    

 se obţine: 

( ) ( ) Cxkvgln
k

dx
kvg

vdv,kvg
dx
dvv +−=+⇒−=

+
+−= 2

2
2

2
1   (n) 

Din condiţiile iniţiale la t = 0:   x(0) = 0, v(0) = v0    se obţine: 

 ( )2
02

1 kvgln
k

C +=  de unde rezultă: 2

2
0

2
1

kvg
kvgln

k
x

+
+

=    (o) 

În A1 avem: hx,vv AA ===
11

0   

şi rezultă: 







+=

g
kvln

k
h

2
01

2
1        (p) 
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9.7.  Se consideră  un punct material de masă m, care este lansat în câmp 
gravitaţional cu viteza iniţială ov  a cărei direcţie face cu planul orizontal 
unghiul α. Se cere legea de mişcare şi determinarea înălţimii maximă la care 
ajunge în  următoarele două cazuri:  
a) când se neglijează rezistenţa aerului - asupra punctului acţionează  numai  
forţa de greutate gmG =  

b) când nu se neglijează rezistenţa aerului -  asupra punctului acţionează atât 
forţa de greutate gmG =  cât şi o forţă de rezistenţă  de forma vkmR −= . 

  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Rezolvare 
a. Mişcarea în aer când se neglijează rezistenţa aerului 

      Ecuaţia fundamentală a dinamicii se scrie: gmGF ==     (a) 

     sau .grsaugmrm == &&&&       (b) 

scrisă sub forma proiecţiilor pe cele trei axe conduce la : 
  00 =−== z,gy,x &&&&&&       (c) 

 Dacă se integrează succcesiv în raport cu timpul, ecuaţiile diferenţiale (c) 
se obţine soluţia generală: 

  
6352

2

41

321

2
CtCz,CtCtgy,CtCx

Cz,Cgty,Cx

+=++−=+=

=+−== &&&

   (d) 

Condiţiile iniţiale  privind poziţia şi viteza la momentul t = 0  sunt: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0000
000000

00000

000

==α==α==
======

zv,sinvyv,cosvxv
zz,yy,xx

zyx &&&
  (e) 

 Introducând condiţiile (e) în soluţiile generale (d) se obţine: 

 
32010

651

00
0000000
C,Csinv,Ccosv

C,C,C
=+==

+=++=+=
αα

   (f) 

 M 

 B 

 A 

 B1

 O 

 α 

Bv y 

 z 

 x α 

Av

Mv

m gov

Fig. 9.7a. 
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 N 
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care conduc la: 

 C1 = v0 cosα,       C2 = v0 sinα,        C3 = C4 = C5 = C6 = 0  (g) 
 Introducând valorile (g) în (d) se obţine soluţia particulară căutată: 

 ( ) ( ) 0
2 0

2

0 =+−== z,tsinvgty,tcosvx αα    (h) 

 Ecuaţia z = 0 arată că traiectoria descrisă de punctul material este situată 
în planul vertical (Oxy) care conţine vectorul 0v .  

Eliminând timpul din ecuaţiile (h) se găseşte ecuaţia traietoriei sub formă 
explicită ce reprezintă o parabolă cu axa de simetrie verticală:   

  .tgxx
cosv
gy α

α
⋅+−= 2

22
02

      (i) 

Din relaţia (h) se deduc, prin derivare, relaţiile: 
  .z,sinvgty;cosvx 000 =+−== &&& αα     (j) 

deci:   

ygvzyxv 22
0

222 −=++= &&&      (k)
   

Elementele caracteristice ale mişcării sunt: 
¾ distanţa xA=OA dintre punctul de lansare O şi punctul A unde traiectoria 

întâlneşte din nou axa Ox, numită bătaie, se obţine din ecuaţia (i) pentru : 

yA = 0,   rezultă: .
g

sinvOA α22
0=      (j) 

OA devine maximă pentru  sin 2α = 1, adică α = 450   ( ) g/vOA max
2
0=  

¾ înălţimea maximă atinsă de punctul material se obţine din condiţia: 

 02
2

0 22
0

=α+
α

−⇔= tgx
cosv
g

dx
dy     (k) 

      de unde se deduce : .
g

sinvxB 2
22

0 α
=        (l) 

Se observă că ,OAOBxB 211
==  datorită proprietăţilor de simetrie ale 

parabolei.Ordonata punctului B (sau înălţimea maximă)  se obţine înlocuind 
(k) în (i):  

.
g

sinvBBymax 2

22
0

1

α
==        (m) 

( ) .
g

vBB max 2

2
0

1 =     

Înălţimea maximă depinde de viteza v0 şi de unghiul α, ca şi bătaia, atingând 
valoarea maximă pentru sin2α = 1, adică α = 900: 
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b.  Mişcarea în aer când nu se neglijează rezistenţa aerului 
      Ecuaţia fundamentală a dinamicii se scrie: 

RFrm +=&&          (n) 
  
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 Întrucât forţa de rezistenţă a aerului este de forma: vmkR −= , 
descompunând R  în componentele sale după axele de coordonate:  

0=−=−= zyx R;ykmR;xkmR &&       (o) 
atunci ecuaţiile diferenţiale ale mişcării în proiecţii pe cele trei axe sunt: 

 
00

0

==
−=+−−=

=+−=

zzm
gykysaumgymkym

xkxxmkxm

&&&&

&&&&&&

&&&&&&

    (p) 

Soluţiile generale ale ecuaţiilor (p) sunt: 

 tCCz;t
k
geCCy;eCCx tktk

654321 +=−+=+= −−    (q) 

iar prin derivare rezultă vitezele după cele trei direcţii: 

642 Cz;
k
gekCy;ekCx tktk =−−=−= −− &&&     (r) 

Condiţiile iniţiale (poziţia şi viteza punctului  pentru  t=0) sunt : 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) .z.sinvy,cosvx

zyx
0000
000000

00 ===
===

&&& αα
   (s) 

care dacă se introduc în ecuaţiile (q) şi ( r) se obţin constantele de integrare: 

0652
0

4

2
0

3
0

2
0

1

==
α+

−=

α+
=

α
−=

α
=

CC,
k

sinkvgC

;
k

sinkvgC;
k

cosvC;
k

cosvC
    (t) 

 M 

 B 

 A 

E

 O 

 α 

 y 

 z 

 x
 α 

ov

R

m g
ov

Fig. 9.7b 
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Ecuaţiile (q) devin: 

( )

( )
0

1

1

2
0

0

=

−−
α+

=

−
α

=

−

−

z

;t
k
ge

k
sinvkgy

;e
k

cosvx

tk

tk

      (u) 

Eliminând timpul din primele două ecuaţii (u) se obţine ecuaţia 
traiectoriei sub formă explicită: 

.
cosv

xkln
k
g

cosvk
xgtgxy 








−++⋅=

αα
α

00

1      (v) 

Se observă că curba traiectoriei admite o asimptotă verticală a cărei 
ecuaţie se deduce când ∞→t  în ecuaţiile parametrice (t):   

.
k

cosvxx F

α0==          (w) 

Prin derivarea relaţiilor (8.64) se deduc componentele vitezei:  

00
0 =−

α+
=α= −− z;

k
ge

k
sinvkgy;ecosvx tktk &&&    (x) 

Punând condiţia 0=y& , se găseşte punctul de înălţime maximă D al 
traiectoriei. Deci timpul necesar deplasării din O în D este: 

 .
g

sinvkgln
k

tD

α01 +
=        (y) 

 Înlocuind în expresia (u) se obţine înălţimea maximă a traiectoriei şi 
abscisa corespunzătoare acestui punct: 

  
g

sinvkgln
k
g

k
sinvyy o

Dmax

αα +
−== 2

0     (z) 

( ) .
sinvkg

sinv
sinvkg
cossinvxx ED α

α
α
αα

0

2
0

0

2
0

2
2

+
=

+
==  

 
 
9.8. Se consideră  un punct material de masă m care se deplasează fără frecare 
( )0=µ  pe conturul circular AOA1, de rază R=CA0=CA1 cu viteză iniţială vo 

(fig.9.8). După ce parcurge acest drum cu unghiul la centru 2/π=α , continuă 
deplasarea în aer A1A2 (OA1=h). Se cere: 
1) Să se studieze mişcarea pe A0A1, folosind atât ecuaţia de mişcare cât şi 

teorema de variaţiei a energiei cinetice. 
2) Să se studieze mişcarea pe porţiunea A1A2, în două variante de acţionare a 

forţelor de rezistenţă a aerului: vkmR)b;R)a −== 0  
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Rezolvare  
1)  Mişcarea pe drumul A1A2: 

Se alege sistemul de axe natural cu 
originea în A, ca în fig. 9.8. Ecuaţia 
vectorială de mişcare a punctului 
material se scrie: 

Ngmrm
rr&&r +=     (a) 

care proiectată pe axele sistemului 
natural conduce la : 








+θ−=
ρ

θ=

Nsinmgvm

,cosmgvm
2

&

  (b) 

Întrucât: 
θ

=
θ

⋅
θ

==
d
dv

R
v

dt
d

d
dv

dt
dvv&   

ecuaţiile (b) devin:  






+−=

=

Nmg
R
vm

dgRvdv

θ

θθ

sin

cos
2       (b’)

 Prin integrare se obţine : 2
0sin2 vRgv += θ      (c) 

Din a doua ecuaţie (b’) se obţine legea de variaţie a reacţiunii normale: 

  
R

mvsinmgN
2
03 +θ=        (d) 

 În punctul A1 viteza punctului şi reacţiunea normală sunt: 
RgvRgvv 2)2/sin(2 2

0
2
01 +=+= π      (e) 

R
mvmgN

2
0

1 3 +=  

Teorema de variaţie a energiei cinetice între poziţiile A0 şi A se scrie:  
AAAA LEE

00
=−          (f) 

unde : 22
0 2

1,
2
1

0
mvEvmE AA ==  

( ) θ=ϕ=ϕϕ=⋅=⋅+=
θ

θ
τ ∫∫∫ sinmgRsinmgRdRcosGdsFrd)NG(L

AAAA
AA 0

000

0
 

sau (vezi fig.9.8): θ=+=+= −−−− sinmgRLLLL ABABAAA 0B00  
Înlocuind în (f) se obţine  legea de mişcare (d) :  

θsin
2
1

2
1 2

0
2 Rmgvmvm =−      ⇒   θ+= sinRgvv 22

0  

 A  N  

 θ 
 O 

 0v  

Fig. 9.8 
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 τ 
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α=π/2 
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2.a. Pentru studiul mişcării pe A1A2 în absenţa rezistenţei aerului, se alege 
sistemul de axe Oxy ca în fig. 9.8, şi se scriu succesiv relaţiile: 

.grsaugmrm == &&&&       (g) 

care se scriu sub forma ecuaţiilor diferenţiale, care integrate dau: 

  






++−=

+=
⇒





+−=
=

⇒




−=
=

42

2

31

2

1

2

0
CtCtgy

CtCx

Cgty
Cx

gy
x

&

&

&&

&&
  (h) 

Condiţiile iniţiale  în A1 privind poziţia şi viteza la momentul t = 0  sunt: 

  
( ) ( )
( ) ( ) ,00,0

,0,00

0

100

===
====

yvhy
vxvxx

y

x

&

&
     (i) 

Se obţine sistemul de ecuaţii şi soluţiile : 











=
=
=
=

⇒











+=
=

++=
+=

hC
C
C

vC

C
Cv

Ch
C

4

3

2

11

2

11

4

3

0
0

00

00
00

      (j) 

Soluţiile ecuaţiilor mişcării sunt: 

 
( )







−=

+==









+−=

+==

gty
Rgvvx

htgy

tRgvtvx

&

& 2

2

2 2
01

2

2
01

  (k) 

Traiectoria mişcării este o parabolă: 

hx
v
gy +−= 2

2
12

,         (l) 

care are vârful în A1 şi intersectează axa Ox în punctual A2 de abscisă: 

g
Rgvh

g
hvxA

)2(22 2
0

2
1

2

+
==  

 la momentul t1 dat de :   
g
h

v
x

t A 2

1

2
1 ==      (m) 

Dcei viteza punctului în A2 este: 

)(2)()( 2
01

2
1

2

2
hRgvtytxvA ++=+= &&      (n) 

2.b. Pentru studiul mişcării pe A1A2, în ipoteza că rezistenţa aerului este de 
forma vkmR −= , ecuaţiile de mişcare conduc la: 

vkgrsauvkmgmrm −=−= &&&&       (o) 

ecuaţiile diferenţiale ale mişcării în proiecţii pe cele două axe sunt: 
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



−=+
=+

gyky
xkx
&&&

&&& 0
       (p) 

Soluţiile generale ale ecuaţiilor (p) sunt: 

  






−+=

+=

−

−

;t
k
geCCy

;eCCx

tk

tk

43

21

       (q) 

prin derivare rezultă vitezele 

;; 42 k
gekCyekCx tktk −−=−= −− &&      (r) 

Condiţiile iniţiale (poziţia şi viteza punctului  în A1) sunt : 

  
( ) ( )
( ) ( ) 000

000 1

==
==

yhy
vxx

&

&
     (s) 

care dacă se introduc în ecuaţiile (q) şi ( r) se obţin constantele de 

integrare: 2423
1

21 ,,
k
gC

k
ghC

k
vCC −=+=−=−=  

 Ecuaţiile (q) devin: 

( ) ( )

( ) ;1

;1
2

1

2

2
01

ht
k
ge

k
gy

e
k

Rgv
e

k
vx

tk

tktk

+−−=

−
+

=−=

−

−−

     (t) 

Eliminând timpul din primele două ecuaţii (8.64) se obţine ecuaţia 
traiectoriei sub formă explicită: 

h
v
xk

k
g

vk
xgy +








−+=

11

1ln        (u) 

Se observă că curba traiectoriei admite o asimptotă verticală a cărei 
ecuaţie se deduce când ∞→t  în ecuaţiile parametrice (t):   

.1

k
vxx F ==           (v) 

Prin derivarea relaţiilor (8.64) se deduc componentele vitezei:  

;

;

1

1

k
ge

k
vkgyv

evxv

tk
y

tk
x

−
+

==

==

−

−

&

&

       (w) 
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9.9. Se consideră  un punct material de masă m care se deplasează cu frecare 
( )µ ≠ 0  pe drumul AOA1= l, cu viteză iniţială vo. După ce parcurge fără frecare, 
drumul pe arcul de cerc 21 AA  (de rază R), părăseşte cercul şi continuă 
deplasarea în aer(fig. 9.9). Se cere: 
1)  Să se studieze mişcarea pe A0A1, deteminâdu-se viteza în A1 (V1), folosind 
atât ecuaţia de mişcare cât şi teorema de variaţiei a energiei cinetice. 
2) Să se studieze mişcarea pe porţiunea A1A2, determinându-se unghiul la centru 
α  şi viteza în punctul A2 unde punctul se desprinde de cerc. 

Rezolvare:     
1) Ecuaţia vectorială de mişcare  pe  
A0A1 se scrie: 

 TNGrm ++=&&   (a)  

care proiectată pe axele x şi y:  





+−=
−=

Nmgym
Txm

&&

&&
  (b) 

 la care se asociază: 
( )00 =⇒= yy && , condiţia geometrică şi 

NT µ= , condiţia fizică ( de frecare). 

Prin urmare, din a doua ecuaţie (b)  
avem:  mgTmgN µ=⇒=  

Înlocuind pe T în ecuaţia primă din (b)  
aceasta devine: 

  21

2

1 2
CtCtgxCgtxgx ++µ−=⇒+µ−=⇒µ−= &&&  

Introducând condiţiile iniţiale ( ) ( )( )00000 vx,xt ==⇒= &  se obţine: 

 C1 = v0, C2 = 0  
şi legile de mişcare ale spaţiului şi vitezei:   

00

2

2
vgtv,tvtgx +µ−=+µ−=      (c) 

sau eliminând timpul legea viteză-spaţiu:  

gxvv µ−= 22
0         (d) 

 Pentru Lxx A ==
1

se obţine viteza în A1 : gLvv µ−= 22
01   

Fig. 9.9.a 

NT

y

xA1 

G
A0

v0

A1 A0

Fig. 9.9 

v0

α 
C 

R 
A2

v1 
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 Iar din teorema energiei (şi condiţia gLv µ> 20 ): 
1001 AAAA LEE =−  

adică:    mgLLTmvmv
µ−=⋅−=−

22

2
0

2
1  şi  se obţine aceeaşi expresie pentru v1: 

  gLvv µ−= 22
01  

2) Ecuaţia vectorială privind mişcarea pe arcul de cerc A1A2 (Fig. 9.9.a) este: 

       NGrm +=&&    (e) 
      care proiectată pe axele naturale se scriu: 

       







−θ=
ρ

θ=

Ncosmgvm

sinmgvm
2

&

  (f) 

      Prima ecuaţie din (f) θ= singv& ,  

unde 
θ

=
θ

⋅
θ

==
d
dv

R
v

dt
d

d
dv

dt
dvv& , devine: 

 θθ= dsinRgvdv   care integrată 1

2

2
CcosRgv

+θ−=⇒  iar din condiţiile 

iniţiale (t = 0, θ (0) = 0, v(0) = v1) se obţine RgvC +=
2

2
1  şi prin urmare legea 

viteză-spaţiu se scrie: ( ) 2
112 vcosRgv +θ−=      (g) 

 Înlocuind (g) şi R=ρ  în ecuaţia a doua din (f) se obţine: 

  ( )
R

mvcosmgN
2
123 −−θ=       (h) 

 Formulele (g) şi (h) reprezintă viteza şi reacţiunea nominală într-un 
punctoarecare de pe arcul A1A2. Presupunând că în A2 mobilul părăseşte cercul, 
se impun condiţiile: α=θ  ⇒ N= 0 şi 22

vvv A == , iar (g) şi (h) se scriu: 

  
( )

( )







−−α=

+α−=

R
mvcosmg

vcosRgv
2
1

2
12

230

12
      (i) 

obţinându-se:  

3
22

3
2

3
2 2

0
2

2
1

2

2
1 gLvRgvvRgv

Rg
Rgvcos µ−+

=⇒
+

=⇒
+

=α  (j) 

Observaţie:  Dacă se impune condiţia:  10 ≤α< cos  

Rezultă limitele vitezei v0  : glRgvgl µ+<<µ 22 0    (k) 

v1 A1 

Fig. 9.9.b 

α 

C 

N 

G 

ν 

τ

M

A2 
v 
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9.10  Se consideră  un punct material de masă m, care se deplasează pe 
interiorul sfertului de cerc A0A1, de rază R, fără frecare ( )µ = 0 , cu viteza iniţială 

00
vvA = , după care continuă mişcarea pe verticală în aer.  Se cer:   

1) Mişcarea pe A0A1  folosind atât ecuaţia de mişcare cât şi teorema de variaţiei 
a energiei cinetice. 

2) Mişcarea pe verticală A1A2, determinând înălţimea maximă la care ajunge 
mobilul de masă m, în cazurile:  

a) asupra punctului acţionează  numai  forţa de greutate gmG =  

b) asupra punctului acţionează atât forţa de greutate gmG =  cât şi forţa de  

rezistenţă a aerului având forma vkmR −= . 

 c) asupra punctului acţionează atât forţa de greutate gmG =  cât şi forţa de  

rezistenţă a aerului având forma 
v
vkmvR 2−= .  

 Rezolvare:     

1) Ecuaţia vectorială de mişcare pe 10 AA  este: 

Ngmrm
rr&&r +=      (a) 

   care proiectată pe axele naturale conduce la : 








+θ−=
ρ

θ−=

Ncosmgvm

,sinmgvm
2

&

    (b) 

Ţinând seama de condiţia geometrică R=ρ   

şi de faptul că:  

 
θ

=
θ

ω=
θ

⋅
θ

==
d
dv

R
v

d
dv

dt
d

d
dv

dt
dvv&  

 Sistemul (2) devine 

  










+θ−=

θ−=
θ

Ncosmg
R
vm

sing
d
dv

R
v

2
    (c) 

 Prima ecuaţie se scrie:    

 CcosRgvdsinRgvdv +θ=⇒θθ−=
2

2

 

unde constanta de integrare C se determină din ecuaţiile iniţiale:  

t = 0, v(0) = vo, θ(0) = 0:   RgvC −=
2

2

  

v0 A0

Fig. 9.10.a 
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prin urmare: ( )122
0 −θ+= cosRgvv       (d) 

Utilizând şi a doua ecuaţie a sistemului se obţine reacţiunea normală: 

 ( )
R

mv
cosmgN

2
023 +−θ=        (e) 

Atât v cât şi N au fost obţinute pentru o poziţie oarecare a mobilului, 
având unghiul ( )tθ=θ . 

Pentru a găsi viteza în A1 se înlocuieşte în (d) 
2
π

=θ  şi se obţine: 

  RgvvvA 22
011
−==        (f) 

       Această viteză se poate obţine şi utilizând teorema de variaţie a energiei 
cinetice: 

 mgRmvmvLEE AAAA −=−⇒=−
22

2
0

2
1

1001
 

de unde se obţine pentru v1 aceeaşi expresie (f) pentru v1 : RgvvvA 22
011
−==  

 
2) a. Studiul mişcării pe verticală în aer fără rezistenţa aerului 
Într-o poziţie intermediară pe A1A2, ecuaţia vectorială de 
mişcare este:   

gr,gmrm r&&rr&&r ==  

care proiectată pe axa verticală A1x se scrie: gx −=&& . 

Integrând succesiv de două ori avem; 

 21

2

1 2
CtCtgx,Cgtx ++−=+−=&   

Punând condiţiile iniţale t = 0, x(0) = 0, ( ) 10 vx =&   

se obţine:    C1 = v1, C2 = 0,  
iar legile de mişcare pentru viteza şi deplasare sunt: 

 11

2

2
vgtv,tvgtx +−=+−=        (g) 

Eliminând timpul t din cele două ecuaţii (g) se obţine  : gxvv 22
1 −=     

Expresia lui v1 este dată de (f).  În punctul de înălţime maximă A2 avem: 
 hxx,vv maxAA ====

22
02 ,  

 iar din (6) rezultă: 

 R
g

v
g

v
h −==

22

2
0

2
1          (h) 

x 

A2 

G 
R 

Fig. 9.10.b 

v1 

M2 

A1 

v 
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2) b. Studiul mişcării pe verticală în aer cu rezistenţa aerului vkmR −=  
Într-o poziţie intermediară pe A1A2 ecuaţia vectorială se scrie: 

vkmgmrm rr&&r += , care proiectată pe axa A1x conduce la ecuaţia diferenţială 
neomogenă:   

gxkx −=+ &&&          (i) 
a cărei soluţie generală are forma:   










−−==

−+= −

k
gkCvx

t
k
geCCx kt

2

21

&

       (j) 

Punând condiţiile iniţiale: x(0) = 0, ( ) 10 vx =&  se obţin constantele de 

integrare:  
2

1
21 k

gkvCC +
=−=   

care introduse în (9) se obţine : 

  
( )










−





 +==

−−





 +=

−

−

k
ge

k
gvxv

t
k
ge

k
g

k
vx

kt

kt

1

2
1 1

&

      (k) 

Înălţimea maximă maxA hx =
2

 se obţine pentru ∗== ttpentru,v AA 22
0 : 

 







+=∗

g
kvln

k
t 111         deci  
















+−=

g
kvln

kv
g

k
vh 1

1

0 11   (l) 

 
2) c. Studiul mişcării pe verticală în aer cu rezistenţa aerului 2vkmR −=   
Într-o poziţie intermediară pe A1A2, ecuaţia de mişcare vectorială se scrie: 

 2vkmgmrm +=&&          (m) 

care proiectată pe axa A1x ne conduce la ecuaţia diferenţială: 2xkgx &&& −−=   

unde înlocuind vxsi
dt
dv

dt
xdx === &&&
2

2

, avem: 

 ( ) Ckt

k
g

varctg

k
g

dt
v

k
g

dvkvg
dt
dv

+−=⇒−=
+

⇒+−=
1

2

2   (n) 

Punând condiţiile iniţiale la  t =0:  v(0) =v1     se obţine : 

k/g
varctg

k/g
C 11
=         (o) 
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Înlocuind (o) în (n) se obţine legea de mişcare sub forma unei funcţii a  
timpului t depinzând de viteza v:   

 
kg

)k/gv(arctg)k/gv(arctg
t

−
= 1       (p) 

Dacă în ecuaţia (n) se fac substituţiile: 

 ( )
dx
dvv

dt
dx

dx
dv

dt
dvxtxv

dt
dxx =⋅==== &&& ,)(    

se obţine ecuaţia diferenţială: 

( )

( ) Cxkvg
k

dx
kvg

vdvkvg
dx
dvv

+−=+⇒

−=
+

+−=

2

2
2

ln
2
1

,
       (q) 

Din condiţiile iniţiale la t = 0:   x(0) = 0, v(0) = v1 se obţine: ( )2
12

1 kvgln
k

C +=  

Deci legea de mişcare sub forma unei funcţii a  deplasării x de viteza v se scrie: 

2

2
1

2
1

kvg
kvgln

k
x

+
+

=          (r) 

În A2 avem: hx,vv AA === 22 0  şi rezultă înălţimea maximă:  









+=

g
kvln

k
h

2
11

2
1          (p) 

 
9.11. Se consideră  un punct material de masă m care se deplasează pe un plan 
înclinat cu unghiul α , cu frecare ( )0≠µ , pornind din A0 cu viteza iniţială vo 
După ce ajunge în A1  îşi continuă drumul în aer.(fig. 9.11.a).  Se cere:   
1) Să se determine legea de mişcare pe A0A1 , folosind atât ecuaţia de mişcare 

cât şi teorema de variaţiei a energiei cinetice.  
2) Să se determine legea de mişcare în aer  pe A1A2 , în cele două cazuri:  

a) când se neglijează rezistenţa aerului ;  

b) când rezistenţa aerului are forma vkmR −= . 
 
  
 
 
 
 
 Fig. 9.11.b 

 y

 A1 

A 

 A0

 x 

 α 

T

 N

 G  0v

 A1 

 A0  α 
0v

1v

Fig. 9.11.a 

L 

A2



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

 

137

Rezolvare:     
1. În cazul urcării pe planul înclinat, se alege sistemul de axe Oxy cu originea în 

A0 şi axa Ox pe direcţia planului în sensul mişcării, ca în fig. 9.2.b şi se 
eliberează punctul de legături introducându-se forţele de legătură 

( )NTTsiN µ=  (conform axiomei legăturilor).  

Ecuaţia diferenţială a mişcării pe A0A1, în proiecţii pe axe se scrie: 

,Ncosmgym
;Tsingmxm

+α−=
−α−=

&&

&&
      (a) 

Ecuaţia traiectoriei (condiţia geometrică) este: y = 0 ( 00 == y;y &&& )  

Condiţia fizică a frecării este: NT µ= ,  care introduse în (a)  conduc la:  

  ( )αµ+α−=
α=

cossingx
cosmgN

&&
       (b) 

 Integrând succesiv de două ori ultima ecuaţie (b), se obţine: 

  
( )

( ) .CtCtgcossinx

,Ctcossingx

21
2

1

2
1

++αµ+α−=

+αµ+α−=&
     (c) 

Dacă se introduc condiţiile la momentul iniţial   t = 0 :    
x (0) = 0,  ( ) 00 vx =& ,  rezultă constantele de integrare: 01 vC = , C2 = 0 .  

Legea de mişcare este dată de: 

  ( ) 2
0 2

1 tgcossintv)t(x αµ+α−=      (d) 

( ) .gtcossinv)t(x)t(v αµ+α−== 0&    

 Eliminând parametrul t din ecuaţiile (d) se obţine:  

)cos(sinxgv)x(v αµ+α−= 22
0      (e) 

 În punctul A1  avem:  xA1 = L  şi  viteza devine:  

  )cos(sinLgvv αµ+α−= 22
01       (f) 

Acelaşi rezultat se obţine dacă se aplică teorema de variaţie a energiei 
cinetice: 1001 −=− LEE            

 unde: 2
00

2
11 2

1
2
1 vmE,vmE ==  

( ) ( )[ ] ( )

( ) )cos(sinmgLLTsinGL

idxjNcosGiTsinGrdFL

αµ+α−=−α−=

⋅+α−+−α−=⋅=

−

−−
− ∫∫

10

1010
10

 

     Înlocuind, obţinem aceeaşi relaţie  (f) pentru v1. 
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2) a. Pentru studiul mişcării pe A1A2 în absenţa rezistenţei aerului, se alege 
sistemul de axe Oxy ca în fig. 9.8, şi se scriu succesiv relaţiile: 

.grsaugmrm == &&&&       (g) 

care se scriu sub forma ecuaţiilor diferenţiale, care integrate succesiv conduc la: 

 







++−=

+=




+−=
=





−=
=

42

2

31

2

1

2

0

CtCtgy

CtCx

Cgty
Cx

gy
x

&

&

&&

&&

    (h) 

Condiţiile iniţiale  în A1 privind poziţia şi viteza la momentul t = 0  sunt: 

  
( ) ( )
( ) ( ) α==α=

α====
sinyv,sinLy

cosvxv,xx

y

x

000
000

0

100

&

&
   (i) 

Se obţine sistemul de ecuaţii şi soluţiile corespunzătoare pentru 
constantele de integrare C1, C2, C3, C4: 











α=
=

α=
α=

⇒











+=α
=α

++=α
+=

sinLC
C

sinvC
cosvC

Csinv
Ccosv

CsinL
C

4

3

12

11

21

11

4

3

0
0

00
00

    (j) 

Soluţiile ecuaţiilor mişcării sunt: 





α+−==
α==







α+⋅α+−=

⋅α=

sinvgtyv
cosvxv

sinLtsinvgty

tcosvx

y

x

1

1

1

2

1

2
&

&
  (k) 

Eliminând timpul din primele două ecuaţii rezultă traiectoria mişcării: 

α+⋅α+
α

−= sinLxtgx
)cosv(

gy 2
2

12
,     (l) 

care este o parabolă (fig. 9.11.c) având vârful în V (vy=0): 

α+





 −

α
α=α= sinL

cos
sin

g
vy;tg

g
vx VV 12

2
2

2
11  

şi care intersectează axa Ox în punctual A2 (y=0) la momentul t1 dat de :    

[ ]α+α+α= sinLgsinvsinv
g

t 21 22
111     (m) 

Deci viteza punctului în A2 este: α+=+= sinLgv)t(y)t(xvA 22
11

2
1

2

2
&&  

 A1

 Lsin α 

1v  

Fig. 9.11.c 
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2) b. Pentru studiul mişcării pe A1A2, în ipoteza că rezistenţa aerului este de 
forma vkmR −= , ecuaţiile de mişcare conduc la: 

vkgrsauvkmgmrm −=−= &&&&       (n) 

ecuaţiile diferenţiale ale mişcării în proiecţii pe cele două axe sunt: 

 




−=+
=+

gyky
xkx
&&&

&&& 0
   (p) 

Soluţiile generale ale ecuaţiilor (p) sunt: 

 






−+=

+=

−

−

;t
k
geCCy

;eCCx

tk

tk

43

21

   (q) 

Prin derivare rezultă vitezele 

;
k
gekCy

;ekCx

tk

tk

−−=

−=

−

−

4

2

&

&

    (r) 

Condiţiile iniţiale (poziţia şi viteza punctului  în A1) sunt aceleaşi ca la 
punctul precedent: 

  
( ) ( )
( ) ( ) α==α=

α====
sinyv,sinLy

cosvxv,xx

y

x

000
000

0

100

&

&
   (s) 

Dacă se introduc în ecuaţiile (q) şi ( r) se obţin constantele de integrare:

 

2
1

4

2
1

3
1

21

k
gsinkvC

,sinL
k

gsinkvC,
k

cosvCC

+α
−=

α+
+α

=
α

−=−=
 

 Ecuaţiile (q) devin: 

( )

( ) ;sinLt
k
ge

k
gcoskvy

e
k

cosvx

tk

tk

α+−−
+α

=

−
α

=

−

−

1

1

2
1

1

     (t) 

Eliminând timpul din primele două ecuaţii (t) se obţine ecuaţia traiectoriei 
sub formă explicită: 

α+







α

−+







α

+= sinL
cosv

xkln
k
gx

coskv
gy

11

11     (u) 

Se observă că curba traiectoriei admite o asimptotă verticală a cărei 
ecuaţie se deduce când ∞→t  în ecuaţiile parametrice (t):   

.
k

cosvxx F

α
== 1          (v) 

Prin derivarea relaţiilor (t) se deduc componentele vitezei:  

Fig. 9.11.c 
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;
k
ge

k
gcoskvyv

;ecosvxv

tk
y

tk
x

−
+α

==

α==

−

−

1

1

&

&

      (w) 

Deci viteza punctului se scrie:  )t(y)t(xv 22 && +=    (x) 
 

9.12. Se consideră  un punct material de masă m care se deplasează în planul 
vertical xOy  sub acţiunea unei forţe orizontale proporţională cu depărtarea 
faţă de originea O a sistemului de axe considerat ( ikxF = ) . La momentul 
iniţial (t=0) porneşte din punctul  A0 situat pe axa Oy,  OA0=h, cu viteza iniţială 
vo paraelă cu Ox (fig.9.12).  
Se cere să se studieze mişcarea pe A0A1 , distanţa OA1 unde cade punctul, 
precum şi viteza de impact în A1. 

Rezolvare  
Pentru studiul mişcării în raport cu 
sistemul de axe Oxy din fig. 9.12, 
ecuaţiile de mişcare se scriu: 

ix
m
kjgr

sauFgmrm

+−=

+=

&&

&&

 (a) 

sau sub forma ecuaţiilor 
diferenţiale: 







−=

=

gy

x
m
kx

&&

&&
    (b) 

unde dac se notează: m/k=ω2  conduce la:       





+−=
−=

⇒






++−=

+=
⇒





−=
=− −

−

3

21

43

2

212

2

0
Cgty

eCeCx
CtCtgy

eCeCx

gy
xx tt

tt

&

&

&&

&& ωω
ωω

ωωω
 (c) 

Condiţiile iniţiale  în A0 (poziţia şi viteza la momentul t = 0)  sunt: 

 
( ) ( )
( ) ( ) ,yv,hy

,vxv,xx

y

x

000
000

0

000

===
====

&

&
      (d) 

Se obţine sistemul de ecuaţii şi constantele  C1, C2, C3, C4: 













=
=

ω
=−=

⇒











+=
−ω=
++=

+=

hC
C

vCC

C
)CC(v

Ch
CC

4

3

0
21

3

210

4

21

0
2

00

00
0

     (e) 

Soluţiile particulare ale ecuaţiilor mişcării sunt: 

Fig. 9.12 
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







−=









⋅=











+−=









⋅=−

ω
= ω−ω

gty

t
m
kchvx

htgy

t
m
ksh

k
mv)ee(vx tt

&

& 0

2

0
0

2

2  (f) 

Eliminând parametrul timp t din ecuaţiile (f) se obţine ecuaţia traiectoriei: 




















 −
⋅=

−
=

mg
)yh(ksh

k
mvx

g
)yh(t

2

2

0

     (g) 

Punând condiţia y=0 se obţine din (g) distanţa OA1 unde cade punctul: 













⋅=

mg
khsh

k
mvxA

2
01       (h) 

Viteza într-un punct oarecare A al traiectoriei este: 

( ){ 2222
0

22 / tgtmkchvyxv +⋅⋅=+= &&     (i) 

Punând condiţia y=0 se obţine din (f) timpul ght /21 =  după care 
punctul ajunge în A1.  Înlocuind în expresia (i) se obţine viteza de impact : 







+







⋅= gh

mg
khchvv 2222

01       (j) 

 
9.13. Se consideră  un punct material de masă m care se deplasează în planul 
vertical xOy fiind atras de originea O de o forţă proporţională cu depărtarea 
faţă de originea O a sistemului de axe considerat ( OAmkF 2−= ) . La momentul 
iniţial (t=0) porneşte din punctul  A0 situat pe axa Oy OA0=h, cu viteza iniţială 
vo paraelă cu Ox (fig.9.13). Se cere să se studieze mişcarea pe A0A1 , distanţa 
OA1 unde cade punctul, precum şi viteza de impact în A1. 

 
Rezolvare  

Pentru studiul mişcării în raport cu 
sistemul de axe Oxy din fig. 9.13, 
ecuaţiile de mişcare se scriu: 

jymkixmkjgr
sauFgmrm

22 −−−=

+=
&&

&&
 (a) 

sau sub forma ecuaţiilor 
diferenţiale: 

Fig. DP1.13 
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



−=+

=+

gyky
xkx

2

2 0
&&

&&
         (b) 

având soluţii generale de forma:     







−+=

+=







−+=

+=

−

−

243

21

2 k
gktsinCktcosCy

ktsinCktcosCx
:sau

k
geDeCy

eBeAx

iktikt

iktikt

 (c) 

respectiv derivatele:




+−=
+−=

ktcoskCktsinkCy
ktcoskCktsinkCx

43

21

&

&
     (d) 

Condiţiile iniţiale  în A0 (poziţia şi viteza la momentul t = 0)  sunt: 

  
( ) ( )
( ) ( ) ,yv,hy

,vxv,xx

y

x

000
000

0

000

===
====

&

&
     (e) 

Se obţine sistemul de ecuaţii şi constantele  C1, C2, C3, C4: 







=

+=







=

=
⇒





=
=







−=

=

0

0

0

0

4

23

0
2

1

4

20

23

1

C
k
ghC

k
vC

C

kC
kCv

k
gCh

C
  (f) 

Soluţiile particulare ale ecuaţiilor mişcării sunt: 

         













 +−=

=










−





 +=

=

kt
k
gkhy

ktvx

k
gkt

k
ghy

kt
k
vx

sin

cos
;

cos

sin 0

22

0

&

&

   (g) 

Eliminând parametrul timp t din ecuaţiile (g) se obţine ecuaţia traiectoriei: 

1
2

2

2

2

20

2

=






 +







 +

+








k
gh

k
gy

k
v
x       (h) 

Punând condiţia y=0 se obţine din (h) distanţa OA1 unde cade punctul: 





+
−=

22

2
0

1 1
)ghk(

g
k
vxA       (h) 

Viteza într-un punct oarecare A al traiectoriei este: 













 ++⋅=+= ktsin

k
gkhktcosvyxv 2

2
22

0
22 &&    (i) 

Punând condiţia y=0 se obţine din (g) timpul 
hkg

garct 21 cos
+

= , după 

care punctul ajunge în A1.  Înlocuind în expresia se obţine viteza de impact : 





−++
+

⋅= )ghhk)(hkg(
)hkg(

gvv 2222
22

2
2
01     (j) 
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9.14. Se consideră  o sferă M  de de greutate G=mg legată printr-un fir 
inextensibil de un punct fix A, care descrie o circumferinţă orizontală, având 
viteza constantă v0. Se cere să se determine: tensiunea din fir S,  viteza sferei şi 
timpul T în care aceasta descrie o circumferinţă completă, dacă se cunoaşte 
lungimea firului L şi unghiul α dintre fir şi verticala care trece prin A. 
(fig.9.14). 

Rezolvare 
Ecuaţia vectorială a mişcării se scrie: 

Sgmrm +=&&     (a) 

Pentru studiul mişcării se priiectează ecuaţia (a) 
pe axele sistemului Frenet (naturale) ca în fig. 
9.14, sub forma: 










−α=

α=
ρ

=

mgcosS

sinSvm

vm

0

0
2

&

    (b) 

    Din prima ecuaţie rezultă v=v0=const 

Din ultima ecuaţie rezultă: .const
cos
mgS =
α

=     (c) 

Înlocuind în a doua ecuaţie raza de curbură α=ρ sinL , se obţine: 

α
α

=
α

=
cos

sinLg
m
sinSLv

22
2 sau: 

)ttanconsv(
cos

sinLgv ==
α
α

= 0

2

     (d) 

Perioada mişcării este raportul dintre lungimea cercului (L sinα) şi viteză:  

g
L

v
LT απαπ cos2sin2

=
⋅

=       (e) 

 
9.15. Se consideră  un punct material (o bilă) de masă m care pleacă din A0 în 
tubul A0A3 înclinat cu ungiul α cu viteza iniţială vo , cu frecare ( )0≠µ . Când 
ajunge în A1 atinge capătul unui resort de constantă elastică k, pe care îl 
comprimă (fig. 9.15.a).  Se cere  să se determine lungimea de comprimare L, 
dacă se cunosc:  α,  µ,  k,  a=A0A1 

Rezolvare: 
 Forţele care acţionează pe cele două tronsoane A0A1 şi A1A2 sunt  
reprezentate în fig. 9.15.  b şi  c. 

Fig. 9.14 

 β 

 υ 

 M

 A 

 G  

 0v  

 O 

S 

τ 

 α 



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

 

144

 
  
 
 
 
 
 
 

a. Pe primul tronson A0A1 se aplică teorema de variaţie a energiei 
cinetice:       

1001 −=− LEE    ,         (a) 

unde:  2
11

2
00 2

1
2
1 vmE,vmE ==       (b)

 
( ) ( )[ ] ( )

( )aTsinGL

idxjNcosGiTsinGrdFL
aa

−α−=

⋅+α−+−α−=⋅=

−

−−
− ∫∫

10

00
10

 

Întrucât αµ=µ= cosmgNT   , se obţine viteza în punctul A1:  

)cos(sinagvv αµ+α−= 22
01       (c) 

b. Pe al doilea tronson A1A2 se aplică tot teorema de variaţie a energiei 
cinetice:       

2112 −=− LEE    ,     

unde: 0
2
1

2
2
11 == E,vmE        (d) 

( ) ( )[ ] ( )∫∫
−−

− ⋅+−+−−−=⋅=
L

e
L

idxjNGiFTGrdFL
00

21 cossin αα  

unde: Fe=kx iar lucrul mecanic al forţei elastice a arcului este 

  
2

2

0

kLkxdxLkxdxdxFdL
L

eee −=−=⇒−=−= ∫  

( )
2

sin
2

21

kLLTGL −−−=− α  

Rezultă o ecuaţie de gradul II în L: 
( ) 02 2

1
2 =−αµ+α+ mvLcossinmgkL  având soluţia: 

( ) ( )[ ]
k

mkvcossinmgcossinmg
L

2
1

2 +αµ+α+αµ+α−
=   (e) 

unde v1 este dat de relaţia (c). 

Fig. 9.15 
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9.16. Se consideră  un punct material de masă m care se deplasează pe un plan 
înclinat cu unghiul α , cu frecare ( )0≠µ  şi rezistenţa aerului de forma 

v
vkmgvR 2−= , pornind din A0 cu viteza iniţială vo.  Se cere să se determine 

viteza cu care trece corpul prin poziţia iniţială A0 , la înapoiere. 
 
  
 
 
 
 
 
 

Rezolvare:     
a)  pentru urcare se alege sistemul de axe Oxy cu originea în A0 şi axa Ox pe 
direcţia planului în sensul mişcării, ca în fig. 9.16.b şi se eliberează punctul de 
legături introducându-se forţele de legătură ( )NTTsiRN µ=  . Ecuaţia 
diferenţială a mişcării pe A0A1, în proiecţii pe axe se scrie: 

,Ncosmgym
;kmgvTsingmxm

+α−=
−−α−=

&&

&& 2

     (a) 

Condiţia geometrică se scrie: y = 0 ( 00 == y;y &&& )   (b) 
Condiţia fizică a frecării este: NT µ= ,      (c) 

rezultă: 
( )

α=
−αµ+α−=

cosmgN
kgvcossingx 2&&

      (d) 

Dacă în prima ecuaţie (b) se face substituţia: 

  
dx
dvv

dt
dx

dx
dv

dt
dvx =⋅==&&        (e) 

rezultă o ecuaţie diferenţială cu variabile separabile: 

( )2kvcossing
dx
dvv +αµ+α−=      (f) 

sau   ( )
( ) dxgk

kvcossin
kvcossind

⋅−=
+αµ+α
+αµ+α 22

2

      (g) 

având soluţia:    ( ) Cgkxkvcossinln +−=+αµ+α 22     (h) 
Dacă se introduc condiţiile la momentul iniţial   (t = 0) :    

x (0) = 0,  ( ) 00 vx =& ,  
 rezultă constanta de integrare: )kvcosln(sinC 2

0+αµ+α=  

 A1 

 A0  α 
0v  

Fig. 9.16.a 

L 

Fig. 9.16.b 
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Se obţine legea de mişcare sub forma: 

  
2

2
0

2
1

kvcossin
kvcossinln

gk
x

+αµ+α
+αµ+α

=       (i) 

În punctul  A1  avem condiţiile:  x1 = L  şi  v1=0 ,   rezultă 

  







αµ+α

+=
cossin

kvln
gk

L
2
01

2
1       (j) 

b. La întoarcere avem următoarele ecuaţii 
    diferenţiale proiectate pe noile axe 

    Ox şi Oy (O≡A1): 

,Ncosmgym
;kmgvTsingmxm

+α−=
−−α=

&&

&& 2

(k) 

Dacă se introduc condiţia geometrică:  
y = 0 ( 00 == y;y &&& ) şi condiţia fizică a  

frecării ( NT µ= ), rezultă : 

 
( )

α=
−αµ−α=

cosmgN
kgvcossingx 2&&

 (l) 

Dacă în prima ecuaţie (l) se face substituţia: 
dx
dvv

dt
dx

dx
dv

dt
dvx =⋅==&& ,  

se obţine analog o ecuaţie diferenţială cu variabile separabile: 

( )2kvcossing
dx
dvv −αµ−α=       (m) 

având soluţia:    ( ) Cgkxsincoskvln +−=α−αµ+ 22     (n) 

Dacă se introduc condiţiile la momentul iniţial   (t = 0): x (0) = 0,  şi 
( ) 00 1 == vx& ,  rezultă constanta de integrare: )sincosln(C α−αµ=  

 Se obţine legea de mişcare sub forma: 

  
α−αµ+

α−αµ
=

sincoskv
sincosln

gk
x 22

1       (o) 

În punctul  A0  vom avea în acest caz condiţiile:  xf = L  şi  v=v0f , rezultă 

  
α−αµ+

α−αµ
=

sincoskv
sincosln

gk
L

f
2
02

1      (p) 

Egalând cele două expresii obţinute pentru L (j) şi (p) se obţine v0f : 

α+αµ+
αµ−α

=
sincoskv

cossinvv f 2
0

00       (q) 

 

Fig. 9.16.c 
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CAPITOLUL X 
CINEMATICA  RIGIDULUI   

ŞI A SISTEMELOR DE RIGIDE 
 
 

10.1.  Se consideră mecanismul format din cinci bare articulate (vezi fig.10.1, 
unde O1,O2, O3 sunt articulaţii fixe  iar A, B, C, D articulaţii mobile). 
Se cunosc: ;RCDABOOOO;RDOCO;rBOAO >======== l32213221  
viteza unghiulară a manivelei AO1  este ttancons=ω .  Se cere să se calculeze 
şi să se reprezinte grafic viteza şi acceleraţia punctelor A, B, C, D, M, N. 
 Rezolvare 
  Patrulaterele  21 ABOO  şi 32CDOO  rămân tot timpul paralelograme cu 
laturile 21OO  şi  32OO  fixe,  barele AO1  , BO2  şi DO3  au o mişcare de rotaţie , 
iar barele AB şi CD o mişcare de translaţie, deoarece rămân tot timpul paralele 
cu 21OO  şi  32OO  (fixe)  

Avem prin urmare : 

 
0

1

=ε⇒=ω
⋅ω=⋅ω=

constdar
rAOvA  

rAOa
AOa

A

A

⋅ω=⋅ω=

=⋅ε=
υ

τ

2
1

2

1 0
     (a) 

raa AA ⋅ω==⇒ ν 2  
 Deci : 

 
raaa

rvvv

MBA

MBA

⋅ω===

⋅ω===
2

    (b) 

       Bara CO2  are aceeaşi viteză 
unghiulară:   
 const=ω  ca şi AO1 ,  

deci: 

 
RCOa

RCOv

C

C

⋅ω=⋅ω=

⋅ω=⋅ω=
2

2
2

2   (c) 

 Analog, avem :  

 
MDC

MDC

aaa
vvv

==
==

        (d) 

 

DC

B

N 

MA

Fig.10.1 

O1 O2 O3 

Fig. 10.1.b. 

DC

B

N 

MA

aDaN aC
aBaA aM

O1 O2 O3 

D
C 

B 
N 

MA

ω1
O1

Fig. 10.1.a. 

O2 O3

vDvN vC

vB
vvA
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10.2  Se consideră un cub de muchie a, care se roteşte în jurul diagonalei 
principale  'OB  cu viteza unghiulară  t032 ε=ω  (fig.10.2). 
Se cer: 1) viteza şi acceleraţia punctului B  

 2) vitezele şi acceleraţiile punctelor ''' O,C,C,A,A  
  

Rezolvare 
 Se folosesc formulele lui Euler:  

 ( )rrva
rvv

×ω×ω+×ε+=
×ω+=

01

01       (a) 

Se alege sistemul de axe mobil ( )Oxyz  
după muchiile cubului (ca în fig. 10.1).  
Întrucât 00 00 == a;v ,  relaţia (a) se scrie: 

( ) BBBBB

BB

vrrra
;rv

11

1

×ω+×ε=×ω×ω+×ε=
×ω=

(b) 

unde: 

( )
( );kji

kjitOBvers

)ji(aOBr
'

B

++ε=ω=ε

++ε=⋅ω=ω

+==

0

0

2
2

&

       (c) 

 Viteza punctului B:  

 
( )

( ) ( ) ( ) 0
2
2

2
2

222
0
1112

11
1

1
1

0
2
1

2
1

2
11001

===−==

ε=++=⇒+−ε=ε=

′′ k,vcos;
v
v

j,vcos;
v
vi,vcos

;tavvvvjiat
aa

kji
tv

B
B

By
B

B

Bx
B

BzByBxBB

 (d) 

 Acceleraţia punctului B: 

( ) ( ) ktajtaitaa

kji
at

aa

kji
a

B

B

22
0

2
00

2
001

22
001

8212212

011
1114

0
1112

ε+ε−ε+ε+ε−=

−
ε+ε=

   (e) 

( ) ( ) ( )
B

Bz
B

B

By

B
B

Bx
B

BzByBxB

a
akacos;

a
a

kacos;
a
aiacos

;aaaa

'''

1

1
1

1

1

1
1

1
1

2
1

2
1

2
11

===

++=
.  

z 

O

O’

A’ B’ 

C’

C

B A

Fig. 10.2 

y
x

ω 

a 

a 
a
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 Pentru găsirea vitezei şi acceleraţiei punctelor ''' O,C,C,A,A se procedează 
în mod analog:  111 vra;rv ×ω+×ε=×ω= ,  unde vectorii de poziţie ai 
punctelor specificate au expresiile: 

 
ka'OOr);kj(a'OCr

jaOCr);ki(a'OAr;iaOAr

'O'C

C'AA

==+==

==+====
    (f) 

 Vitezele punctelor specificate se calculează astfel: 

( ) ( )

( ) ( )

( )jiat
a

kji
tv

kjat
aa

kji
tv;kiat

a

kji
tv

kiat
aa

kji
tv;kjat

a

kji
tv

'O

'CC

'AA

−ε=ε=

+−ε=ε=+−ε=ε=

−ε=ε=−ε=ε=

001

001001

001001

2
00

1112

2
0

11122
00
1112

2
0

11122
00
1112

 (g) 

 Acceleraţiile punctelor specificate se calculează astfel: 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )kjitajia
kji

at
a

kji
a

kjitakja
kji

at
aa

kji
a

kjitakia
kji

at
a

kji
a

kjitakia
kji

at
aa

kji
a

kjitakja
kji

at
a

kji
a

'O

'C

C

'A

A

242
011

1114
00

1112

242
110
1114

0
1112

242
101
1114

00
1112

242
101

1114
0

1112

242
110

1114
00
1112

22
00

22
001

22
00

22
001

22
00

22
001

22
00

22
001

22
00

22
001

−+ε+−ε−=
−

ε+ε=

−−ε++−ε=
−

ε+ε=

+−ε++−ε=
−

ε+ε=

−+−ε+−ε=
−

ε+ε=

++−ε+−ε=
−

ε+ε=

r   (h) 
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10.3 Se consideră paralalelipipedul dreptunghic având muchiile: 
aOO,aOC,aOA ' 32 ===  (fig.10.3) care se roteşte în jurul axei 'OC  cu 

viteza unghiulară .t013ε=ω  Se cere: viteza şi acceleraţia punctului 'B . 
 Rezolvare  

Se aleg axele sistemului mobil ( )Oxyz după muchiile paralelipipedului 
dreptunghic (fig.10.3)  ;  întrucât  00 00 == a;v , viteza şi acceleraţia punctului 

'B se calculează cu formulele:  
''' B

'
B

'
B

vBOa;BOv ×ω+×ε=×ω=
11

 (a) 

 Întrucât avem :  

( )

( )kj

kjt
CO
COCOvers

kajaiaBO

'

'
'

'

32

32

32

0

0

+ε=ω=ε

+ε=ω=ω=ω

++=

&

 (b) 

 Relaţia (a) se scrie: 
• Pentru viteza punctului B’: 

( )

atvvvv
atv

atv
v

kjatt
aaa

kji
v

zByBxBB

zB

yB

xB

B

0
222

1

01

01

1

001

13
2

3
0

23
32
320

ε=++=⇒








ε−=

ε=
=

⇒

−ε=ε=

′′′′

′

′

′

′

   (c) 

 ( ) ( ) ( )
13
2

13
30

1

1
1

1

1

1
1

1
1

−======
'

'

'

'

'

'

'

'

'

B

zB
B

B

yB

B
B

xB
B v

v
k,vcos;

v
v

j,vcos;
v
v

i,vcos  

• Pentru acceleraţia punctului 'B  : 

 
( )

( )42
001

0
22

00001

13113

2313
230

320
321
320

taa

kjaiatatt
kji

a
kji

a

'

'

B

B

ε+ε=⇒

−ε+ε−=ε⋅ε
−

+ε=
 (d) 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )42

01

1
1

42
01

1
122

0

2
0

1

1
1

13113
2

13113
3

13113
13

ta
ak,acos

ta
a

j,acos;
t

t
a
ai,acos

B

zB
B

B

By
B

B

xB
B

ε+
−==

ε+
==

ε+

ε−
==

′

′
′

′

′

′

′
′

 

Temă: Să se determine vitezele şi acceleraţiile punctelor: B B’ A A’ O’ C 

z 

O

O’ 

A’ B’ 
C’

C

B 
A

Fig. 10.3. 

y

x

ω

3a 

a 
2a 
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10.4  Se consideră un şurub având diametrul  cmD 20=   şi pasul mmp 4= . 
Şurubul începe să se rotească într-o piuliţă, pornind din repaus, cu viteza 
unghiulară )s(t 12 −=ω  . Se cere viteza şi acceleraţia unui punct situat pe 
periferia şurubului la momentul  t s1 10= . 
 Rezolvare:  

Mişcarea şurubului este o mişcare elicoidală compusă dintr-o o mişcare de 
rotaţie în jurul axului şurubului şi o mişcare de translaţie dealungul axului: 

4222

0
22

2

2

ω+ε=
π
ε

=+=

ω=
π
ω

==+=

Ra;pa:unde;aaa

Rv;pvv:unde;vvv

rottrrottr

rottrrottr

  (a) 

 Prin urmare, vieza şi acceleraţia unui punct aflat la periferia lui este: 

  
( )

( )422
2

2
2

2

22
ω+ε+








π
ε

=+
π

ω= Rpa;Rpv    (b) 

 Vieza şi acceleraţia punctului la momentul st 101 =  când avem: 

 1
1 20 −=ω s , 2

1 2 −=ε s ,  este:   s/mv 21 =  şi    2
1 40 s/ma ≈ .   (c) 

 

10.5  Se consideră un şurub având raza exetrioară R  şi pasul mmp 4= . 
Şurubul începe să se rotească într-o piuliţă fixă, pornind din repaus, astfel încât 
deplasarea în lungul axei se face cu o acceleraţie constantă a0. Se cer viteza şi 
acceleraţia unui punct situat pe periferia şurubului la momentul  t . 
 Rezolvare:  

Mişcarea şurubului este elicoidală (rototranslaţie) : 
¾ Pentru mişcarea de translaţie dealungul axului avem: 

0

00

aa
tavv

tr

tr

=
==

         (a) 

¾ Pentru mişcare de rotaţie 

p
Ra

dt
dva;ta

p
RRa

;
p

tRav
p

RRv

rott
rot

n
rot

rot

0

2

0
2

0
0

22

22

π
==







 π
⋅=ω=

π
=

π
⋅=ω=

    (b) 

 Prin urmare, vieza şi acceleraţia unui punct aflat la periferia lui este: 

( ) ( ) ( )
4

2

2

0

222

2

0
22

221

12








 π
+







 π
+=++=

+






 π
=+=

p
tR

p
Raaaaa

;
p
Rtavvv

t
rot

n
rottr

rottr

  (c) 



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

 

152

10.6.  Se consideră o bară  OA de lungime l  se deplasează într-un plan vertical 
cu extremitatea O pe semicercul de rază R, rezemându-se tot timpul în B 
(fig.10.6.a). Se cunosc viteza de deplasare a punctului O, ttanconsv =0 . Se 
cer: Ecuaţiile Bazei şi Rostogolitoarei mişcării  şi vitezele punctelor A şi B ale 
barei. 
 Rezolvare: 
 Se duc perpendiculare pe direcţiile vitezelor aplicate în O şi B , intersecţia 
acestor perpendiculare determină centrul instantaneu de rotaţie (C.I.R), pe care îl 
notăm cu I . Se aleg axele fixe 111 yxO  şi mobile Oxyz ca în figură şi parametrul 
mişcării unghiul dintre O1x1 şi  Ox notat cu ( )tϕ=ϕ . Pentru determinarea Bazei 
şi a Rostogolitoarei vom folosi două metode: 
 a. Metoda  geometrică  
 Proiectând punctul I pe axele fixe (O1x1y1) (fig.10.6.b). obţinem ecuaţiile 
parametrice ale Bazei: 

ϕ==η
ϕ==ξ

2
2

1

11

sinRDI
cosRDO

          (a) 

 Eliminând parametrul ϕ  din ecuaţiile (a) se obţine ecuaţia explicită a 
Bazei:  22

1
2
1 R=η+ξ  care reprezintă un cerc cu centrul în O1 de rază R. 

 Proiectând punctul I pe axele mobile (Oxy) (fig. 10.6.b). se obţin ecuaţiile 
parametrice ale Rostogolitoarei: 

ϕ==η
ϕ==ξ

sinRIB
cosROB

2
2

          (b) 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Eliminând parametrul ϕ  din ecuaţiile (b) se obţine ecuaţia explicită a 
Rostogolitoarei:  222 4R=η+ξ         (c) 

şi care reprezintă un cerc cu centrul în O, de rază 2R 

B 

A

R 

O 

vO 

Fig. 10.6 

a. 

b. 

R

ROSTOGOLITOAREA

vA

vO

I(ξ, η) 

BAZA
I(ξ1, η1) 

ω 
R A 

B 

O1 D 
C E 

O

2ϕ ϕ 
x 

x1

y1

y 
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b. Metoda grafo-analitică  
Se vor folosi ecuaţiile parametrice ale Rostogolitoarei şi bazei obţinute 

analitic : 

¾ pentru Rostogolitoare:  




ω=η

ω−=ξ

/v
/v

x

y

0

0       (d) 

¾ pentru Bază:  




ϕη+ϕξ+=η
ϕη−ϕξ+=ξ

cossiny
sincosx

01

01      (e) 

 Se observă că legea de mişcare a punctului O (originea sistemului mobil) 
se poate scrie:   ϕ⋅== 2RarcCOs       (f) 

Derivând expresia (e) în raport cu timpul , se obţine: 
   ω=ϕ= RvsauRs 22 0&&  adică:   R/v 20=ω ;   (g) 

Coordonatele punctului O faţă de sistemul fix se scriu:  

  
ϕ−=ϕ−=−=
ϕ−=ϕ−=−=

22
22

10

110

sinRsinOOEOy
cosRcosOOEOx

      (h) 

Proiecţiile vitezei v0 pe axele mobile se scriu din fig. 10.6  astfel:  
  ϕ−=ϕ= cosvv;sinvv yx 0000      (i) 

Înlocuind acestea în formulele (d) şi (e) se obţin ecuaţiile parametrice ale 
Rostogolitoarei şi Bazei , aceleaşi cu cele obţinute prin metoda geometrică . 
 Vitezele punctelor B şi A sunt:  

 
( ) ϕ−+⋅=⋅ω=

ϕ=⋅ω=

coslRR
R

vIAv

sinvIBv

A

B

42
2

220

0

l
     (j) 

 
10.7. Se consideră o bară  OA de lungime l  se deplasează într-un plan vertical 
cu extremitatea O pe direcţie orizontală, rezemându-se tot timpul în B pe 
semicercul de rază R (fig. 10.7.a). Se cunosc viteza de deplasare a punctului O , 

ttanconsv =0 . Se cer: Ecuaţia Bazei şi Rostogolitoarei  şi vitezele punctelor A 
şi B ale barei. 
 Rezolvare :  
  a. Metoda  geometrică  

Din consideraţii geometrice şi trigonometrice (fig.10.7.a), avem 
următoarele ecuaţii parametrice ale Bazei:  

  




ϕ
ϕ

=ϕ⋅=η
ϕ

==ξ 21111 cos
sinRtgOO;

cos
ROO    (a)  
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 Eliminând parametrul ϕ  din relaţiile (a) se obţine ecuaţia Bazei: 

 ( ) 02
1

2
1

24
1 =η+ξ−ξ R        (b) 

 Pentru  Rostogolitoare (fig.CR2.4.2), obţinem : 

 




ϕ=ϕη==η
ϕ=ϕη==ξ

RtgcosID
RtgsinOD

1

2
1         (c) 

Eliminând parametrul ϕ  din relaţiile (a) se obţine ecuaţia Bazei: 
  ξ=η R2          (d) 

b. Metoda  grafo-analitică  
Acelaşi rezultat se obţine 
folosind ecuaţiile 
parametrice teoretice ale 
Rostogolitoarei:      

ω
=η

ω
−=ξ xy v;

v
00  (e) 

şi ecuaţiile parametrice ale 
Bazei 

ϕη+ϕξ+=η
ϕη−ϕξ+=ξ

cossiny
sincosx

01

01  (f) 

în care dacă se înlocuiesc 
valorile pentru: 

 







=
ϕ

==





ϕ−=
ϕ=

00

10

00

00

y
cos

ROOx

sinvv
cosvv

y

x

 (g) 

se obţine:  

ϕ
ϕ

==ω
sinR
cosv

IO
v 2

00 ,  (h) 

 
Vitezele pentru cele două puncte se determină astfel: 

ϕ
ϕ

−
ϕ
ϕ

+
ϕ
ϕ

=⋅ω=

ϕ=ξ⋅ω=⋅ω=

cos
sinlR

cos
sinR

sinR
cosvIAv

cosvIBv

A

B

24

2
22

2
0

0

l
    (i) 

 

B 

R 
vOO

A 

O

Fig.10.7.a. 

Fig.10.7.b 

I(ξ1, η1)
I(ξ, η) 

y 

x

B 
v

ϕ

v

R 
vO

O

DA 

O1

y1 

x1

ω

D
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10.8. Se consideră o bară  OA de lungime l care se deplasează într-un plan 
vertical cu extremitatea O pe direcţie orizontală, rezemându-se tot timpul în B 
pe o muchie situată la înălţimea h (fig. 10.8.a). Se cunosc viteza de deplasare a 
punctului O , ttanconsv =0 . Se cer: Baza şi Rostogolitoarea mişcării, precum 
şi vitezele punctelor A şi B ale barei. 

Rezolvare:  
 a. Metoda  geometrică  

Intersecţia  perpendicularelor duse în O şi B pe Bvsiv0  determină 
C.I.R, punctul de viteză nulă I . Se notează  ( )tϕ=ϕ  unghiul dintre axele  11xO  
(fixă) şi Ox (mobilă). Din consideraţii geometrice (fig. 10.8.b) se poate scrie 
relaţiile :  

 ( )





ϕ+⋅=
ϕ

=η

ϕ⋅=ξ
⇒





ϕ⋅ξ=−η
ϕ⋅==ξ

2
21

1

11

11

1 tgh
cos

h
tgh

tgh
tghOO

   (a) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Eliminând parametrul ϕ din relaţiile (a) se obţine ecuaţia Bazei :   

02
1

2
1 =+η−ξ hh .        (b) 

 Ecuaţia (b) se poate obţine direct din asemănarea triunghiurilor 
dreptunghice  OO1B  şi BO1I:    

1

11

1

1

ξ
−η

=
ξ

⇒=
h

hCI
BC

BO
OO       (c) 

 Pentru Rostogolitoare avem din fig. 10.8.b : 

 




ϕ
ϕ

=ϕη=ξ
ϕ

=ϕη==η 211 cos
sinhsin;

cos
hcosID    (d) 

Fig. 10.8.a 

A 

B 

h 

O 
vO 

I(ξ1, η1) 

I(ξ, η) 

x 

y1

y 

x1 

ω 
A
vA

C

vB

B

h 

D 

OO1

vO 

ϕ 

Fig. 10.8.b 



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

 

156

 Eliminând parametrul ϕ  din relaţiile (d) se obţine ecuaţia Rostogolitoarei:  

 ( ) 02224 =ξ+η−η h        (e) 

  
b. Metoda  grafo-analitică  
Acelaşi rezultat se obţine folosind ecuaţiile parametrice ale 

Rostogolitoarei:       

ω
=η

ω
−=ξ xy v;

v
00        (f) 

şi ale ecuaţiile parametrice ale Bazei 

  
ϕη+ϕξ+=η
ϕη−ϕξ+=ξ

cossiny
sincosx

01

01        (g) 

în care: 

 

h
cosvsauv

cos
hx

y
tghOOx

sinvv
cosvv

y

x

ϕ
=ω=ϕ=

ϕ
ϕ

=⇒





=
ϕ⋅==





ϕ−=
ϕ=

2
0

020

0

10

00

00

0

&
&

&

    (h) 

Vitezele punctelor A şi B se obţin astfel: 

 

ϕη−η+ω=ϕ⋅−+ω=⋅ω=

ϕ=ξ⋅ω=⋅ω=

ϕ=
η

==ω

coscosOIOAIOOAIAv

sinvIBv

;cos
h
vv

IO
v

A

B

1
2
1

222

0

20

1

00

22 ll

  (i)

 
ϕ

−
ϕ

+ϕ=
cos

h
cos

hcos
h
vvA

124

2
220 ll      

 
10.9.  Se consideră o bară  OA de lungime l  se deplasează într-un plan vertical 
cu extremitatea O pe direcţia orizontală, rezemându-se tot timpul în B pe cercul 
fix de rază R (fig. 10.9.a), iar extremitatea O se deplasează cu viteză constantă  

ttanconsv =0 .  Se cer: Ecuaţia Bazei şi Rostogolitoarei mişcării, vitezele 
punctelor A şi B ale barei. 
  

Rezolvare :  
a. Metoda  geometrică  

Din consideraţii geometrice şi trigonometrice (fig.10.9.b) (ϕ=900-2α) 
avem următoarele ecuaţii parametrice ale Bazei :   
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








α
=η

α
α

=ξ
⇒







α−π
α⋅

=
ϕ

==η

α⋅==ξ

21

1

1

11

2
22

sin
R

sin
cosR

)/cos(
ctgR

cos
BOOI

ctgROO
   (a)  

Eliminând parametrul α se obţine ecuaţia Bazei sub forma implicită: 

02 2
1

2
1 =+η−ξ RR         (b) 

 Pentru  Rostogolitoare (fig. 10.9.b) obţinem în mod analog : 










α
α

=ϕη==η

α
α

=ϕη==ξ

sin
cosRcosID

sin
cosRsinOD

1

21 2
2

        (c) 

Eliminând parametrul α se obţine ecuaţia Rostogolitoarei sub forma implicită: 

02 22 =−ξ−η RR          (d) 

 
  
 
 
 
 
 
 
 

 
b. Metoda  grafo-analitică  

Acelaşi rezultat se obţine folosind ecuaţiile parametrice ale Rostogolitoarei:       

{
ω

=η
ω

−=ξ xy v;
v

00         (f) 

şi ale ecuaţiile parametrice ale Bazei: 

 




ϕη+ϕξ+=η
ϕη−ϕξ+=ξ

cossiny
sincosx

01

01         (g) 

în care: 








=







 ϕ

−
π

⋅=α⋅==





α−=ϕ−=
α=ϕ=

0
24

2
2

0

10

000

000

y

ctgRctgROOx
cosvsinvv

sinvcosvv

y

x  (h) 

Fig.10.9.a 

v
C

A 

O

R
B 

O 

I(ξ, η) 

x 

ϕ 

x1 v

C

A

O

R
B

O 

I(ξ1, η1) 

α
α

y 
y1

v

v D

Fig.10.9.b 
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Derivând expresiile (g) se obţine: 

 
R
sinvsauv

sin
Rx α

=ω=ϕ=
α

ϕ
=

2
0

020

2
2

&
&

&      (i) 

Vitezele punctelor A şi B se obţin astfel: 

 
α⋅−

ϕ
+

ϕ
=⋅ω=

α=ξ⋅ω=⋅ω=

ctglR
sin
R

R
sinvIAv

cosvIBv

A

B

2
4

2

2

4

2
2

2
0

0

l
    (j)

  
 

10.10. Se consideră 
mecanismul  bielă-manivelă  
din figura 10.10.a, pentru 
care se cunosc:  

)m(AB,rOA 322 ==== l

  şi  legea de mişcare a 
manivelei OA: ( ) tt 3=ϕ   
(rad).  Se cere viteza culisei 
B la momentul t1 pentru care 
unghiul OAB=900, viteza 
punctului D  al bielei aflat la 
mijlocul disatnţei AB, poziţia 
centrului instantaneu de 
rotaţie şi viteza unghiulară a 
bielei la acelaşi moment t1. 

Rezolvare :  

Se notează cu ψ  unghiul 
OBA (fig. 10.10.b). 
Viteza unghiulară a 
manivelei OA 
este: )s/rad(3=ϕ=ω &  

Viteza punctului A va fi : 
)s/m(rOAvA 6=ω=ω⋅=  

Conform datelor problemei 
se obţine:           

)m(ABOAOB 422 =+=  

Deci rezultă  pentru poziţia dată avem valorile: ψ=300,   ϕ=600. 

A 

ϕ 

D 

O 
B

Fig. 10.10. a 

r l  

ψ 

A 

ϕ=60
0

D

O 

B
Fig. 10.10.b 

r 2/l

ψ=30
0

I

vB

vD 

vA 

ω 

2/l

Ω
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Cunoscând direcţiile şi sensurile vitezelor punctelor A şi B , intersecţia 
perpendicularelor duse pe aceste direcţii, este centrul instantaneu de rotaţie  

Conform fig. 10.10.b, din triunghiul AIB rezultă: 

AI = AB tgϕ = 6   (m);              

BI = AB/ cosϕ = 34    (m) 

Viteza unghiulară Ω a bielei AB, aflată în mişcare plan paralelă se 
determină din relaţia:  Ω⋅= AIvA  , de unde rezultă viteza unghiulară cerută: 

)s/rad(
AI
vA 1==Ω  

Viteza culisei B a mecanismului se detremină cu ajutorul relaţiei: 

)s/m(,BIvB 92634 ==Ω⋅=  

Viteza punctului D al bielei este perpendiculară pe ID şi se detremină cu 
ajutorul relaţiei: 

)s/m(,ADAIDIvD 2463922 ==Ω⋅+=Ω⋅=  

 
 
10.11.  Se consideră mecanismul  bielă-manivelă  din figura 10.11.a, care 
antrenează un disc de rază R, ce se rostogoleşte fără alunecare dealungul unei 
suprafeţe paralele cu OB; se cunosc:  )cm(R;AB;rOA 125010 ===== l   
şi  legea de mişcare a manivelei OA: ( ) tt π=ϕ   (rad). Pentru două poziţii ale 
mecanismului corespunzătoare unghiurilor ϕ1=0  respectiv ϕ2=900,  se cere: 
1. viteza şi acceleraţia unghiulară a roţii de rază R; 
2. viteza şi acceleraţia punctelor D şi E ale roţii; 
3. poziţia centrului instantaneu de rotaţie şi a polului acceleraţiilor roţii . 

 
 
Rezolvare :  

Cazul ϕ1=0 . Pentru prima 
poziţie a mecanismului dat 
corespunzătoare unghiului ϕ1     
a se vedea fig. 10.11.b, c, d: 
Viteza unghiulară a 
manivelei OA este: 

)s/rad(π=ϕ=ω &0  (a) 

Viteza punctului A va fi: 
s/cmOAvA π=ω⋅= 10 (b) 

A

ϕ 

D

O B

Fig. 10.11.a 

r l  

 y 

E
x 
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 Pentru a detremina viteza unghiulară ω1 a bielei AB se pleacă de la relaţia 
evidentă: 1ω⋅= ABvA  , de unde rezultă: 

 )s/rad(
AB
vA

51

π
==ω         (c) 

A

ϕ=0 

D

O 
B

Fig. 10.11.b 

r l

 y 

E
x 

ω
vA 

I

xvB=
ω

ω2=

aD

aB 

aE 
D

E

IaB
τ
IBa

ν
IBa

Fig. 10.11.d 

ν
BAaAa

A

l  

B

Fig. 10.11.c 

A

ϕ=900 

D

O B

Fig. 10.11.e. 

r 
l

 y 

E
x 

vA 

vA 

vB 

vE

ω2 

ω1=

ω0 

B Ba

Jα

Fig. 10.11.i 

ε2 

τ
IBaτ

IBa

τ
IBa

B

Fig. 10.11.g 

A

O B

Fig. 10.11.f 

r 
l  

 y 

x 

ε

Ba

Aa τ
BAa

Aa

D

E

Ba τ
DBa

B

Fig. 10.11.h 

Ba
τ
EBa

v
EBa

v
DBa
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 Acceleraţia punctului A este: 

 222 10 s/cmOAaa aA π=ω⋅== ν       (d) 

 Între acceleraţiile punctelor A şi B există relaţia vectorială  (vezi fig. 
10.11.c): 

τν ++= BABAAB aaaa          (e) 

unde: 222
1 2 s/cmBAaBA π=ω⋅=ν        (f) 

 τ
BAa  este cunoscută doar ca direcţie ( BA⊥ ), fiind necunoscută ca mărime 

 Dacă se proiectează relaţia (e)  pe axa Oy rezultă τ
BAa =0, prin urmare ε1=0 

 Proiectând relaţia (e)  pe axa Ox rezultă:  
2212 s/cmaaa BAAB π−=−−= ν        (g) 

 Acceleraţia punctului I  aparţinând roţii se poate exprima prin relaţia  
vectorială (vezi fig. 10.11.c):  τν ++= IBIBBI aaaa     (h) 

Proiectând relaţia (h)  pe axa Ox rezultă:  
22

22
2120 s/radBIaa IBB π=ε⇒⋅ε=π⇒−= τ    (i) 

Dacă se proiectează relaţia (h)  pe axa Oy rezultă: 

02
2 =ω⋅== ν BIaa IBI         (j) 

Rezultă că centrul instantaneu de rotaţie şi polul acceleraţiilor se află în 
punctul I. 

Acceleraţiile punctelor D şi E  aparţinând roţii se determină cu ajutorul 
relaţiilor  vectoriale (vezi fig. 10.11.d): 

 IDaD ×ε= 2 , respectiv: IEaE ×ε= 2 . 

 Mărimile acestor acceleraţii sunt: 

 22
2

22
2 2422122 s/cmRa;s/cmRa ED π=⋅ε=π=⋅ε=  (k) 

 Distribuţia acceleraţiilor este reprezentată în fig. 10.11.d 

2. Pentru cazul 
22

π
=ϕ  , a se vedea fig. 10.11.e ... i. 

Viteza punctului A va fi: s/cmOAvA π=ω⋅= 10  

 Vitezele punctelor A şi B sunt paralele, deci  BA vv = , prin urmare viteza 
unghiulară a bielei va fi ω1=0. 
 Centrul instantaneu de rotaţie fiind în punctul I, putem scrie: 2ω⋅= IBvB   

de unde rezultă viteza unghiulară a roţii: )s/rad(
IB
vB

6
5

2

π
==ω .  (l) 
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Vitezele punctelor D şi E  aparţinând roţii se determină cu ajutorul 
relaţiilor  vectoriale: IDvD ×ω= 2 , respectiv: IEvE ×ω= 2 . 

 Mărimile acestor viteze sunt: 

 s/cmRv;s/cmRv ED π=⋅ω=π=⋅ω= 2102202 22   (m) 

Acceleraţia punctului A este orientată de la A spre O (vezi fig. 10.11.f): 

 222 10 s/cmOAaa aA π=ω⋅== ν       (n) 

 Acceleraţia punctului B se determină cu ajutorul relaţiei vectorială  (vezi 
fig. 10.11.c): 

τν ++= BABAAB aaaa          (o) 

unde deoarece ω1=0, rezultă: 02
1 =ω⋅=ν BAaBA  

Notând cu γ unghiul dintre  ν
BAA asia  , este valabilă relaţia: 

2040,
OB
OAtg ==γ          (p) 

Dacă se proiectează relaţia (o)  pe axele Ox şi Oy rezultă: 







π=+=

π=γ=
⇒





−γ=

γ=
ττ

τ

2222

22

210

042

0 s/cm,aaa

s/cm,tgaa

acosa
sinaa

BABA

AB

ABA

BAB   (q) 

Acceleraţia unghiulară a  bielei AB se detremină cu ajutorul relaţiei: 

)s/rad(,
AB
aBA 22

1 2040 π==ε
τ

       (r) 

Distribuţia acceleraţiilor este reprezentată în fig. 10.11.g 
τν ++= IBIBBI aaaa          (s) 

Dacă se proiectează relaţia (s)  pe axele Ox şi Oy rezultă: 

222
2

22

338

042

s/cm,Raa

s/cm,aa

IBI

IBB

π=ω==

π==
ν

τ

      (t) 

Acceleraţia unghiulară a  roţii  se detremină cu ajutorul relaţiei: 

)s/rad(,
IB
aIB 22

2 170 π==ε
τ

       (u) 

Distribuţia acceleraţiilor punctelor D şi E  aparţinând roţii se determină cu 
ajutorul relaţiilor  vectoriale (vezi fig. 10.11.h):  

τν

τν

++=

++=

EBEBBE

DBDBBD

aaaa
aaaa

        (v) 
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 Având în vedere orientările acestor acceleraţii mărimile acceleraţiilor 
punctelor D şi E sunt: 

 
( ) ( )
( ) ( ) 2222

2222

66

259

s/cm,aaaa

;s/cm,aaaa

EBEBBE

DBDBBD

π=++−=

π=++=

τν

ντ

    (w) 

 Unghiurile α1 şi α1 pe care le fac aceste acceleraţii cu direcţia verticală se 
determină cu ajutorul relaţiilor: 

 
0

22

0
11

004183250

10526490

,,
aa

atg

,,
a

aatg

BEB

EB

DB

DBB

=α⇒=
−

=α

=α⇒=
+

=α

ν

τ

ν

τ

     (x) 

Distanţa BJ dintre punctul B şi polul acceleraţiilor (vezi fig. 10.11.i) este 
dată de : 

cm,aBJ B 862
42

2

=
ω+ε

=        (y) 

iar unghiul  α  dintre  BJ  şi Ba  este 0
2
2

2 7341324440 ,,tg =α⇒=
ω
ε

=α  (z) 

 
10.12.  Se consideră mecanismul  bielă-manivelă  din figura 10.12.a, care 
antrenază un disc de rază R ce se rostogoleşte fără alunecare pe crecul de rază 
r dealungul unei suprafeţe paralele cu OB; se cunosc: legea de mişcare a 
manivelei OA: ( ) tt 2=ϕ   (rad), )cm(r;BC;AB;OA 15258040 ==== . 
 Se cer vitezele punctelor A, B, C ale roţii precum şi vitezele unghiulare ale 
elementelor mecanismului pentru poziţia particulară dată de ϕ=300. 

 
Rezolvare :  
Se   observă că (fig. 10.12.a) 
elementele mecanismului au 
următoarele mişcări: rotaţie- 
manivela OA,  plan-paralelă-
biela AB şi roata de rază R. 
Centrele instantanee de 
rotaţie ale bielei şi roţii se 
determină  ridicând 
perpendiculare pe suporturile 
vitezelor vA respectiv vB (fig. 
10.12.b). 

Viteza unghiulară a 
bielei AB este: 

A 

ϕ 
C

O B

Fig.10.12.a 

r

R

 y 

x 

ω0 
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AI
vA

2
2 =ω    (a) 

unde I2A se determină din 
triunghiul AEI2: 

( )

cm,AI
cos

sinOAAB
cos
AEAI

6892

22

2

=
ϕ

ϕ−
=

ϕ
=

    (b) 
Rezultă: 

s/rad,
AI

vA 8390
2

2 ==ω  (c) 

Viteza punctului B se determină astfel:  

 BIvB 22 ⋅ω= ,      unde   cm,sin)AIOA(BI 864300
22 =+=    

 Rezultă  s/cm,BIvB 95722 =⋅ω=  

 Centrul instantaneu de rotaţie al roţii se află în I1, iar viteza unghiulară se 

calculează în raport cu acesta cu ajutorul relaţiei: s/rad,
BI

vB 863
1

1 ==ω  

Viteza punctului C se determină astfel: CIvC 11 ⋅ω=   

unde:  cmcosBCBIBCBICI 351202 0
1

22
11 =⋅⋅−+=  

 Rezultă  s/cmCIvC 13511 =⋅ω=  

 
10.13.  Se consideră un sistem de trei corpuri (1), (2) şi  (3) legate între ele prin 
fire flexibile şi inextensibile, executând respectiv mişcări de tranlaţie, rotaţie şi 
plan-paralelă (fig.10.13.a). Se cunosc razele discurilor R2=2a, r2=a, R3=2a, iar 
discul 3 se rostogoleşte fără să alunece . Se cere să se exprime vitezele 
corpurilor 2 şi 3 în funcţie de viteza corpului 1(sau analiza cinematică a 
sistemului de corpuri).  

 
Rezolvare: 

Distribuţiile de viteze sunt 
conform fig.10.13.b  şi se pot 
scrie relaţiile: 

       Pentru corpul 1 : 
 Viteza este:  v1 

A

ϕ=300 C
O B

Fig. 10.12.b 

r 

l  

 y 

x 

ω0 

I2

vA 

vB

vC

I1 ω1

ω2

E

D

Fig.10.13.a

v1C3 

2 

3 
1

I 

O
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Pentru corpul 2 :  

 ⇒














=
=
=

==ω

aR
ar
vv

r
v

R
v '

22

2

12

2

2

2

2
2










=

=ω

2

2
1

2

1
2

vv

a
v

'

 (a) 

Pentru corpul 3 :   










=

=ω
⇒















=

==

==ω

4

8

2
2

2

1
3

1
3

3

1
23

3

3

3

3
3

v
v

a
v

aR

v
vv

R
v

R
v

''

'

  (b) 

 
10.14.  Se consideră un sistem de trei corpuri (1), (2) şi  (3) legate între ele prin 
fire flexibile şi inextensibile, executând respectiv mişcări de tranlaţie, rotaţie şi 
plan-paralelă (fig.10.14.a). Se cunosc razele discurilor R2=2a, r2=a, r3=a, 
R3=2a, iar discul 3 se rostogoleşte fără să alunece .  
Se cere să se exprime vitezele corpurilor 2 şi 3 în funcţie de viteza corpului 
1(sau analiza cinematică a sistemului de corpuri).  
 

       Rezolvare: 
Distribuţiile de viteze sunt 
conform fig.CR2.4.10.b  şi 
se pot scrie relaţiile: 
Pentru corpul 1 : 
Viteza este:  v1 

Pentru corpul 2 :  







=

=ω
⇒














==
=

==ω

12

1
2

22

12

2

2

2

2
2

2

2

vv
a
v

aR,ar
vv

R
v

r
v

'

'

  (a) 

Fig. 10.14.a 
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 Pentru corpul 3:  

 










=

=ω
⇒==ω⇒














==
==

=
+

=ω

3
4
3
2

23
2

2
2

1
3

1
3

31
3

33

123

3

3

33

3
3

vv

a
v

a
v

a
v

aR,ar
vvv

R
v

rR
v

''

'

   (b) 

 
10.15.  Se consideră mecanismul din figura 10.15 având elementele geometrice 
şi mecanice următoare: ( ) 22

0
1

0242 −− ω=εω=ω=== s,,s,,cm,LAC,LAB,LOA OAOA   

Se cer: vitezele şi acceleraţiile următoare: ABCCABBBAA ,a,v,,a,v,a,v εω . pentru 
poziţia mecanismului din fig. 10.15 
 Rezolvare:  

Cele două bare ale mecanismului sunt:  OA  aflată în mişcare de rotaţie şi 
AB în mişcare plan-paralelă . Centrul instantaneu de rotaţie al acesteia din urmă 
este I. 
a) calculul vitezelor punctelor A, B, C :   (a) 

s/cmLCBIBICv

s/cmLABIAIBv

s/rad
AB
v

IA
v

s/cmLOAv

ABABC

ABABB

AA
AB

OAA

0
22

0
22

0

0

2
57

32

4
2

4

ω=+ω=⋅ω=

ω=−ω=⋅ω=

ω===ω

ω=⋅ω=

 

b) calculul acceleraţiilor punctelor A, B, C:  

( ) ( ) 22
0

22

2
0

2

2
0

172

8
2

s/cmLaaa

LOAa
LOAa

undeaaa

AAA

OAA

OAA
AAA

ω=+=⇒





ω=⋅ω=

ω=⋅ε=
+=

υτ

υ

τ
υτ

(b) 

  
4
1

==β
υ

τ

A

A

a
atg  

( ) 2
02

2 ω=⇒=ε⇒




⋅ω=

⋅ε=

++=

υ
τ

υ

τ

υτ

La
AB
a

ABa
ABa

unde

aaaa

AB
AB

AB
ABAB

ABAB

ABABAB

 

( )BspreAladeBAa,BAa ABAB
υτ ⊥  

B
C A

O

1200

Fig.10.15.

εOA

ωOA

A

v

O

ωOA

Fig.10.15.a. 

BC 

I

v

v

3l l

300

ωAB 

x A

y
O

εOA

εAB 

Fig. 10.15. b. 
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aνA



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

 

167

Relaţia (a) se mai scrie: υτυτ +++= ABABAAB aaaaa   

care proiectată pe axele x şi y conduce la:  

 
( )
( )





ω+=

ω−=
⇒





−+=

++−=
ττυτ

υυτ

2
0

2
0

00

00

341

35
30300

3030

La

La
acosasina

asinacosaa

AB

B

ABAA

ABAAB  

        Întrucât τ
ABa  în (b) se obţine : 2

04
341
ω

+
=ε AB   

Acceleraţia punctului C este:  










ω=⋅ω=

ω
+

=⋅ε=
+++= υτυτ

2
0

2

2
0

4
1

4
341

LACa

LACa
undeaaaaa

ABC

ACC

ACACAAC   (c) 

 Proiectând relaţia (c) pe axele x şi y avem :  

 
( ) 2

0
00

2
0

00

341
4
33030

4
34173030

ω+=−+=

ω
−

=++−=

τυτ

υυ

Lacosasinaa

Lasinacosaa

ACAACy

ACACx

    

de unde se găseşte prin înlocuire, acceleraţia punctului C:  
22
CyCxC aaa +=          (d) 

 
10.16. Se consideră mecanismul din figura 10.16  având  elementele geometrice 
şi mecanice următoare: 22

0
1

02362 −− ω=εω=ω=== s,s);cm(LAC,LAB,LOA OAOA  

Se cer: vitezele şi acceleraţiile următoare: ABCCABBBAA ,a,v,,a,v,a,v εω , pentru 
poziţia mecanismului din fig. 10.16. 

Rezolvare : 
a) Pentru determinarea vitezelor se ţine seama de faptul că bara OA este în 

mişcare de rotaţie , iar bara AB în mişcare plan-paralelă. Se determină 
centrul instantaneu de rotaţie şi avem:  

 

0
22

00

0
0

22

0

10

226
3
2

3
2

26
4

4

ω=+ω=⋅ω=

ω=⋅ω=⋅ω=

ω=
ω

=
+

==ω

ω=⋅ω=

LIBBCICv

s/cmLLIBv

s/rad
L
L

IBAB
v

IA
v

LOAv

ABABC

ABB

AA
AB

OAA

  
C 

B

A O

Fig.10.16 

ωOA 450 
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Acceleraţiile punctelor A, B, C: 
¾ acceleraţia punctului A :  

( ) ( )

4
1

172

8
2

2
0

22

2
0

2

2
0

==β

ω=+=





ω=⋅ω=

ω=⋅ε=

+=

υ

τ

υτ

υ

τ

υτ

A

A

AAA

OAA

OAA

AAA

a
atg

,Laaa

sau
LOAa
LOAa

aaa

 

¾ Acceleraţia punctului  B:  

ABa,BAaunde
aaaa

ABAB

ABABAB

υτ

υτ

⊥

++=
  

υτυτ +++= ABABAAB aaaaa   (a) 
unde: 










ω=⋅ω=

=ε⇒⋅ε=

υ

τ
τ

2
0

2

3
4 LABa

AB
aABa

ABAB

AB
ABABAB

 (b) 

 Proiectând relaţia (a) pe axele x şi y avem respectiv :  

( )
ττυτ

υυτ

−ω=−⋅+⋅=

ω
+−=−⋅−⋅=

ABABAA

ABAAB

aLaaa

Laaaa

2
0

2
0

25
2
2

2
20

3
429

2
2

2
2

    (c) 

 Se obţine :  

( )







ω=

+
ω

−=

τ 22
0

2
2
0

25

429
3

s/cm,La

s/cm,La

AB

B        (d) 

Înlocuind τ
ABa  în relaţia (b) se obţine :  22

06
25 s/radAB ω=ε   

¾ Acceleraţia punctului C este : 










ω=⋅ω=

ω=⋅ε=
+++=

τ

υτυτ

22
0

2

22
0

3
2

2
25

s/cmLACa

s/cm,LACa
;aaaaa

ABC

ABAC

ACACAAC   (e) 

 Proiectând relaţia (e) pe x şi y se obţine respectiv relaţiile :  

C 

B 
x

y

A

aB

aνA

aνAB 

aνAC

aτA
aτAC 

aτAB 

O

Fig. 10.16.b 

εAB 
εOA

C

B 

IA

v
v

v

O

Fig 10.16.a 

ωOA
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









ω






 −
=

ω
+

−=
⇒










−⋅+⋅=

−⋅−⋅=

τυτ

υυτ

2
0

2
0

2
225

3
223

2
2

2
2

2
2

2
2

La

La

aaaa

aaaa

Cy

Cx

ACAACy

ACAACx

   (f) 

 Acceleraţia punctului C se calculează cu formula : 22
CyCxC aaa +=  

 

10.17. Se consideră mecanismul manivelă-balansier-piston din fig. 10.17, într-o 
poziţie particulară( 060=ϕ ) în raport cu sistemul de referinţă Oxy. Lungimile 
elementelor (în mm) sunt: A0A=R=30, AC=L=130, CD=r=25, A0B=d=80, 
A0D’=D=130. Manivela OA se roteşte cu viteza unghiulară constantă: 

s/rad1010 =ω=ω , având sensul indicat în figură. Se cere să se determine: 

.,,,,a,a,v,v DBDB 4020402050235023 εεωω   

 
  
   
 
 
 
 
 
 

  
  
 Rezolvare: 

Graful asociat acestui lanţ cinematic biciclu este dat în 
fig. 10.17.a (cu cercuri s-au figurat elementele şi cu 
linii cuplele cinematice). În punctele B şi D se 
suprapun câte două cuple cinematice notate pe graful 
asociat cu: B (B23, B30) respectiv  D (D45, D50) 
 
1. Analiza poziţională a mecanismului 
Pentru analiza poziţională a elementelor şi cuplelor  
acestui lanţ cinematic (LC), se determină mai întâi 
unghiurile θψ si  în funcţie de elementele cunoscute : 
R, L, r, d, D şi ϕ .  

Fig.10.17

x

y 

A0 

C 

ϕ

321 

R 

5 
A 

D (D45, 
B (B23, B30) 

ψ

θ

L 

d 

r 

D

4

1 2

0 

3 B23 A0
 

Fig. 10.17.a 

A 

D50
 

C 

D45
 

I 

II 

5 4

B30 

D’ 
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Astfel dacă de scrie teorema sinusurilor în triunghiul A0AB  se obţine 
unghiul ψ : 

)sin(
d

sin
R

ψ−ϕ−
=

ψ 180
,  rezultă:    

ϕ⋅−
ϕ⋅

=ψ
cosRd

sinRtg   (a) 

dacă de scriu proiecţiile laturilor A0A, AC şi AD  pe axa Ox se obţine 
unghiul θ : 

DsinrcosLcosR =θ+ψ+ϕ ,  rezultă:     

r
cosRcosLDsin ϕ−ψ−

=θ    (b) 

În tabelul de mai jos sunt date coordonatele x şi y ale cuplelor cinematice: 
 

Cupla 
cinematică 

A0 
 

A B C D 

x 0 ϕcosR  d ψ+ϕ cosLcosR D 
y 0 ϕsinR  0 ψ−ϕ sinLsinR  θ+ψ−ϕ cosrsinLsinR

 
2. Analiza cinematică a vitezelor 
Ecuaţiile de condiţie pentru viteze sub forma generală se scriu:  

 00
1

0
1

1
1

0
1

1 =−+=−− ∑∑∑∑
==

−
==

−

n

i
AB,i

n

i

y
i,Ai

n

i
AB,i

n

i

x
i,Ai )xx(v;)yy(v ωω            (c) 

Pentru primul ciclu:  0 - A0 - 1 - A - 2 -B23 - 3 – B30 – 0  ele se scriu astfel: 

)(sinvv);cos(vv

;)xx()xx(v

;)yy()yy(v

B
y
BB

x
B

ABAA
y
B

ABAA
x
B

ψ−π=ψ−π=

=−ω+−ω+

=−ω−−ω−

32323232

201032

201032

0

0

0

0

   (d) 

Rezolvând sistemul se obţine:   
( ) ( )
( ) ( ) ψ−−ψ−

ψ−+ψ−−
ω=ω

cosxxsinyy
cosxxsinyy

AAAA

ABAB

00

1020     (e) 

  
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ψ−+ψ−−

−−+−−−
ω=

cosxxsinyy
yyxxxxyy

v
ABAB

ABAAABAA
B

00

1032    (f) 

Pentru al II-lea  ciclu: 0 – B03 - 3 – B32 - 2 - C - 4 – D45 - 5  - D50   - 0  ecuaţiile (c) 
se scriu astfel:  

( ) ( ) 05050523232323

40200523

40200523

0
0
0

D
y
D

x
DB

y
BB

x
B

CDBC
y
D

y
B

CDBC
x
D

x
B

vv;v;sinvv;cosvv
;)xx()xx(vv
;)yy()yy(vv

==ψ−π=ψ−π=

=−ω−−ω++

=−ω−−ω−+

  (g) 

Rezolvând sistemul se obţine:   
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( )
( ) ( )CD

B
CD

BC

yy
cosv

yy
yy

−
ψ

+
−
−

ω=ω 322040       (h) 

 )xx()xx(sinvvv CDBCBDD −ω+−ω+ψ=−= 4020320550              (i) 

 
2. Analiza cinematică a acceleraţiilor 
Ecuaţiile de condiţie pentru viteze sub forma generală se scriu:  

∑∑∑∑∑

∑∑∑∑∑

=
−

=
−

===
−

=
−

=
−

===
−

ω−−−ω=−ε+

ω+−−ω=−ε−

n

i

x
i,Ai,i

n

i

ny
i,Ai

n

i
AB,i

n

i
AB,i

n

i

ty
i,Ai

n

i

y
i,Ai,i

n

i

nx
i,Ai

n

i
AB,i

n

i
AB,i

n

i

tx
i,Ai

va)yy()xx(a

va)xx()yy(a

1
10

1
1

1

2
0

1
0

1
1

1
10

1
1

1

2
0

1
0

1
1

2

2
   (j) 

Pentru   primul ciclu:  0 - A0 - 1 - A - 2 -B23 - 3 – B30 – 0 relaţiile (j) se scriu 
astfel: 

0

2

2

1032323232

3220
2
20

2
10201032

3220
2
20

2
10201032

00

00

=εψ−π=ψ−π=

ω−−ω+−ω=−ε+−ε+

ω+−ω+−ω=−ε−−ε−

);sin(aa);cos(aa

v)yy()yy()xx()xx(a

v)xx()xx()yy()yy(a

B
ty
BB

tx
B

x
BABAAABAA

ty
B

y
BABAAABAA

tx
B

   (k) 

Dacă se notează: 

y
x
BABAA

x
y
BABAA

Lv)yy()yy(

Lv)xx()xx(

13220
2
20

2
10

13220
2
20

2
10

2

2

0

0

=ω−−ω+−ω

=ω+−ω+−ω
    (l) 

rezolvând aceast sistem  se obţine: 

( ) ( ) ψ−−ψ−
ψ+ψ

=ε
cosxxsinyy

cosLsinL

ABAB

yx 11
20       (m) 

 
( ) ( )

( ) ( ) ψ−−ψ−
−+−

=
cosxxsinyy
LyyLxx

a
ABAB

yABxAB
B

11
32      (n) 

Pentru al II-lea  ciclu: 0 – B03 - 3 – B32 - 2 - C - 4 – D45 - 5  - D50   - 0  
ecuaţiile (j) se scriu astfel : 

5005050523232323

2
2
40

2
2040200523

2
2
40

2
2040200523

0 DD
ty
D

tx
DB

tx
BB

tx
B

yCDBCCDBC
ty
D

ty
B

xCDBCCDBC
tx
D

tx
B

aaa;a);sin(aa);cos(aa

L)yy()yy()xx()xx(aa
L)xx()xx()yy()yy(aa

−===ψ−π=ψ−π=

=−ω+−ω=−ε+−ε++

=−ω+−ω=−ε−−ε−+

 (o) 

Rezolvând aceast sistem  se obţine: 

yBCDBCD

CD

xBBC

Lsina)xx()xx(a
)yy(

Lcosa)yy(

223402050

22320
40

−ψ+−ε+−ε=

−
+ψ+−ε

=ε
   (p) 
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 Înlocuind valorile numerice se obţin următoarele rezultate: 

.,;,sin;,;,tg 00 2131322857078682139970 −=θ−=θ=ψ=ψ  

Pentru coordonatele cuplelor cinematice se obţin valorile: 
 

Cupla  cinematică A0 A B C D 
x (mm) 0 15 80 135,714 130 
y (mm) 0 25,981 0 -22,269 2,069 

 

Înlocuind aceste valori  în expresiie (e), (f), (h), (i) se obţin 
vitezele ω20, vB32, ω40, vD50.  şi în expresiie (m), (n), (p) se obţin 
acceleraţiile ε20, aB32, ε40, aD50. cerute. 

 
 
 

 

PROBLEME PROPUSE 
Se consideră  mecanismul din figurile 10.18. ... 24, din tabelul de mai jos 

având elementele geometrice şi mecanice specificate.  Se cer: vitezele şi 
acceleraţiile punctelor A, B şi C  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)s(),s(
)cm(LAC,LAB,LOA

OAOA
22

0
1

02
362
−− ω=εω=ω

===

 

 
 
 
 
 
 
 

 

)s(),s(
)cm(LAC,LAB,LOA

OAOA
22

0
1

0 32
375

−− ω=εω=ω

===
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Fig 10.18 
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)s(),s(
)cm(LAC,LAB,LOA

OAOA
22

0
1

0 105
607535
−− ω=εω=ω

===

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

)s()s(
)cm(LAC,LABOA

OAOA
22

0
1

0 2
24

−− ω=εω=ω

===
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

)s(,
)cm(r,AC,OA

O
151

145723
−=ω
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O
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156025
−=ω

===
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)s(,
)cm(r,AC,OA

O
161

156016
−=ω

===
 

Date:   
0145

506020

00

10

000

=ε=ω=ϕ

====
−

AAAA ;)s(;
)cm(DA,BA,RAA

 

Se cer: vitezele şi acceleraţiile punctelor A şi C , 
vitezele şi acceleraţiile unghiulare ale elementului BC 
 
 
 
 
 
 
 

Date:   
0130

801006020

00

10

000

=ε=ω=ϕ

=====
−

AAAA ;)s(;
)cm(DA;BC,BA,RAA

 

Se cer: vitezele şi acceleraţiile punctelor A, B şi C , 
vitezele şi acceleraţiile unghiulare ale elementului BC. 
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CAPITOLUL XI 
CINEMATICA MIŞCĂRII RELATIVE 

A PUNCTULUI MATERIAL 
  

PROBLEME REZOLVATE 
11.1  Se consideră un cadru pătrat de latură 2a pe a cărui latură se află un tub, 
în interiorul căruia se deplasează un punct material ( o bilă ) M, plecând din O  

după legea: ( ) )cm(tsintsOM r 4
18 π

== . În acelaşi timp, cadrul se roteşte în 

planul său, în jurul colţului O1 după legea: ( ) )rad(ttt 232 −=ϕ  

Se cere  să se determine: viteza şi acceleraţia absolută a punctului material M  

pentru următorul caz  particular: st
3
2

1 =  şi  a=25  cm  (fig.11.1). 

 Rezolvare  
1) Mişcarea punctului M  în raport cu tub este mişcarea relativă, iar mişcarea de 

rotaţie a punctului M  solidar legat de tub la un moment dat, în jurul 
punctului fix O1 este mişcarea de transport . Legile de vartiaţie ale spaţiului 
pentru cele două mişcări sunt date prin enunţul problemei. 

¾ Vitezele: relativă, de transport 
     şi absolută , se scriu : 

 ( ) ( )

α−+=

−+−=⋅
∂
∂ϕ

=

π
π=

∂
∂

=

cosvvvvv

saa)tt(MO
t

v

tcos
t
sv

trtra

rt

r
r

2

226

42
9

22

222
1 (a) 

unde α se determină din iar din triunghiul  
dreptunghic O1AM cu ajutorul relaţiilor: 

( ) ( )
α−=α

−+
==α

2

22
1

1

1

2
2

cossin

;
saa

a
MO
AOcos

r  (b) 

¾ Viteza şi acceleraţia unghiulară a cadrului:  

 
2

2

212
26

s/radt
s/radtt

−=ϕ=ω=ε

−=ϕ=ω
&&&

&
  (c) 

Fig. 11.1 
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O
ω(t)=6t2-2t

2a a 
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418 /tsin)t(s π=

s(t) 
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τ
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υ
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¾ Acceleraţia relativă este:  tsin
t
va r

r 48
9 2 ππ

−=
∂
∂

=     (d) 

¾ Acceleraţia Coriolis se scrie:  rc va ×ω= 2   şi deoarece rv⊥ω  avem: 

 rC va ⊥ ,  )/tcos()t(tva rc 413182 π⋅−π=⋅ω=     (e) 

¾ Acceleraţia de transport are două componente: 

   MOasiMOa tt 1
2

1 ×ε=ω⋅−= υυ    şi deoarece MO1⊥ε  avem: 

( ) ( ) ( ) ( ) ε⋅−+=ω⋅−+= τυ 22222 22 rtrt saaasisaaa    (f) 

Proiectând pe axele Ox şi Oy relaţia vectorală de compunere a acceleraţiilor: 
cttra aaaaa +++= υτ  se obţine valoarea acceleraţiei absolute:  

22
ayaxa

cttay

ttrax aaa
acosasinaa

sinacosaaa
+=⇒





+α−α−=

α+α−−=
υτ

υτ

    (g) 

2) Pentru cazul particular stt
3
2

1 ==   şi  a=25 cm,  înlocuind în relaţiile de mai 

sus se obţin valorile :  

cos α sin α O1M s ω ε vr vt va ar aC aυt aτt 
- - cm cm s-1 s-2 cm/s cm/s cm/s cm/s2 cm/s2 cm/s2 cm/s2

0,95 0,31 52,5 9 1,33 6 12,24 70 58,5 5,55 32,6 93,3 315 

222 316
154
276

s/cmaaa
acosasinaa

sinacosaaa
ayaxa

cttay

ttrax ≅+=⇒




−=+α−α−=

−=α+α−−=
υτ

υτ

 (h) 

 
11.2  Se consideră cadrul triunghiular din figura 11.2 şi un punct material M 
care se deplasează în interiorul tubului solidar cu cadrul, înclinat faţă de 
verticală cu unghiul 030=α . Se cunosc legile pentru cele două mişcări:  

- relativă: ( )tcosOMsr π−== 3816   (cm) . 

- de transport care se roteşte cadrul  în jurul 
axei verticale: .radtt, 32 990 −=ϕ  

 Se  cere: Să se determine poziţia 
punctului M, viteza absolută ( )av  şi acceleraţia 

absolută ( )aa  la momentul stt
9
2

1 == . 

Rezolvare :  
¾ Vitezele: relativă, de transport 
     şi absolută (fig. 11.1.a), se scriu : Fig. 11.2 

O1 

O 

M 

ϕ 

α 
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22

2
1 2781

324

tra

t

r
r

vvv

sin)tt,(MO
t

v

tsin
t
sv

+=⇒










α−=⋅
∂
∂ϕ

=

ππ=
∂
∂

=

     (a) 

¾ Viteza şi acceleraţia unghiulară a cadrului:  

 
2

2

5481
2781

s/radt,
s/radtt,

−=ϕ=ω=ε

−=ϕ=ω
&&&

&
   (b) 

¾ Acceleraţia relativă :  tcos
t
va r

r ππ=
∂
∂

= 372 2  (c) 

¾ Acceleraţia Coriolis se scrie:  
       )sin(vava rCrC α−ω=⇒×ω= 18022   (d) 

¾ Acceleraţia de transport are două componente: 

   MOasiMOa tt 1
2

1 ×ε=ω⋅−= υυ      (e) 

     şi deoarece MO1⊥ε  avem: 





ε⋅α⋅=ε⋅=

ω⋅α⋅=ω⋅=
υ

υ

sinsMOa
sinsMOa

t

t

1

22
1    (f) 

 Proiectând relaţia vectorială dintre acceleraţii  
pe axele de coordonate ( )Mxyz , ca în fig. 11.2.b 

se obţin relaţiile şi valorile :  

 
0

0

60

60

sinaa

cosaaa
aaa

ry

rty

ctx

τ

τυ

υ

−=

−=

+=

     (g) 

3) Pentru cazul particular stt
9
2

1 ==   şi  α=300,   

înlocuind în relaţiile de mai sus se obţin valorile  
din tabelul următor:  
 

ω vr vt va ε aυt aτt aυr aτr aC aa 

s-1 cm/s cm/s cm/s s-2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 

-0,93 65,2 9,3 65,9 -10,2 9 102 0 -355 61 345 
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11.3  Se consideră cadrul dreptunghiular ABCD (AD=a) din figura 11.3 care se 
roteşte cuω=ω0 (=constant) şi un punct material M care cade liber (cu 
acceleraţia g) în interiorul tubului CD solidar cu cadrul, paralel cu axa 
verticală de rotaţie.  Se  cere să se determine viteza absolută ( )av  şi acceleraţia 
absolută ( )aa  la momentul t. 

 Rezolvare :  
Se aleg axele fixe şi mobile ca în fig.11.3.a.  

Sistemul mobil se roteşte în acelaşi timp cu 
cadrul dreptunghiular în jurul lui AB.  
Mişcarea relativă a puctului M în tubul CD este 

dată de legea : 
2

2gtCM =  , iar mişcarea de 

rotaţie a lui M (considerat fix pe cadru) de rază 
a şi viteză unghiulară ω0 este mişcarea de 
transport . 
  Calculul vitezei absolute la momentul t :  
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 Calculul acceleraţiei absolute la momentul t :  
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   Rezultă : iakgaa
2
0ω−=  este cuprinsă într-un plan meridian al cilindrului    

şi are valoarea constantă:  242 agaa ω+= .      (e) 
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11.4  Se consideră cadrul semicircular AB de rază R din figura 11.4 care se 
roteşte cu viteza unghiulară ω=ω0 (constantă) în jurul unui diametru vertical şi 
un punct material M care se deplasează pe arcul AB solidar cu cadrul plecând 
din M0, cu viteza constantă v0 (constantă). Se cere să se determine viteza 
absolută ( )av  şi acceleraţia absolută ( )aa  la momentul t. 

Rezolvare:  
Punctul M, în mişcarea sa relativă 

pleacă din M0 şi parcurge unghiul la 
centru ϕ2, şi în acelaşi timp arcului 
semicircular se roteşte în mişcarea sa de 
transport cu unghiul ϕ1. Vitezele 
unghiulare respective sunt: ω1=ω0 
respectiv ω2=v0/R iar acceleraţiile 
unghiulare: 00 12 =ε=ε , . Se aleg cele 
două sisteme de axe (sistemul fix O1x1y1 
şi mobil Oxy ) ca în figura 11.4.a.  
Viteza absolută :  tra vvv +=   (a) 

unde vectorii tr v,v  au direcţiile şi 
sensurile din fig. 11.4.a., conform 
definiţiei lor, iar mărimile sunt : 
 2010 ϕω=ω⋅== cosRMOv,vv '

tr  

2
222

0
2
0

22 ϕω+=+=⇒ cosRvvvv tra  (b) 

Acceleraţia absolută: Ctra aaaa ++=  

Întrucât  acceleraţiile  unghiulare  
00 21 =ε=ε , ,   rezultă că acceleraţiile  

tr a,a  au decât componentele normale 

diferite de zero, cele tangenţiale fiind nule   
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   Mărimea acceleraţiei absolute se obţine proiectând pe trei axe Mx’y’z’ astfel: 
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11.5.  Se consideră un cursor M care pleacă din A având viteza iniţială zero pe 
un inel circular AB de rază R=OM cu viteza unghiulară ωr=ω1=ε1t 
(ε1=constant) iar inelul se roteşte în jurul diametrului vertical AB cu viteza 
unghiulară ωt=ω2=ε2 t (ε2=constant) ca în figura 11.5.  Se cere să se determine 
viteza absolută ( )av  şi acceleraţia absolută ( )aa  la momentul t oarecare. 

  Rezolvare:  
Punctul M, în mişcarea sa relativă 

pleacă din A şi parcurge inelul circular cu 
viteza unghiulară ωr=ω1=ε1t, şi în acelaşi 
timp inelul circular se roteşte în jurul 
diametrului vertical AB în mişcarea sa de 
transport cu viteza unghiulară ωt=ω2=ε2t; 
acceleraţiile unghiulare sunt constante: 

.ct,.ct =ε=ε 12 . Se aleg cele două 
sisteme de axe (fix O1x1y1 şi mobil Oxy ) 
ca în figura 11.5.a.  

a. Calculul vitezei absolute: 
  tra vvv +=    (a) 

unde vitezele tr v,v  au direcţiile şi 
sensurile din fig. 11.5.a, fiind 
perpendiculare şi având mărimile: 
 121 ϕω=ω= sinRv,Rv tr , deci: 

1
22

2
2
1

22 ϕω+ω=+=⇒ sinRvvv tra  (b) 

unde:  2
11 2

1 tε=ϕ (deoarece punctul pleacă 

din A având viteza iniţială zero) 

b. Calculul acceleraţiei absolute : 

Ctra aaaa ++=    (c) 

        Întrucât  acceleraţiile  unghiulare 
sunt nenule ( 00 21 ≠ε≠ε , ), rezultă că 
acceleraţiile tr a,a  au atât componentele 
normale cât şi tangenţiale:  
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         Pentru a determina mărimea acceleraţiei absolute  se proiectează relaţia (b) 
pe cele trei axe de coordonate  Mx,  My,  Mz  din fig. 11.5.b,  astfel încât avem:  

( )
( )
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( ) ( ) ( )212112

2

11
2
21

2

1
22

2
2
1

12112

11
2
211

1
22

2
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2

2

ϕωω+ϕε+ϕϕω−ε+ϕω+ω=

ϕωω+ϕε=+=

ϕϕω−ε=ϕ−=

ϕω+ω=ϕ+=

τ

υτ

υυ

cossincossinsinRa

cossinRaaa

cossinRcosaaa
sinRsinaaa

a

Ctz

try

trx

 (e) 

 
 
11.6  Se consideră un cursor M care se deplasează pe bara cotită O1OA 
(∠O1OA=900 , O1O=a=20cm)  după legea OM=sr(t)=20sinπt (cm) . În acelaşi 
timp bara se roteşte în jurul punctului fix O1 după legea: ϕ(t)=t-0,5t2, în sens 
trigonometric ca în figura 11.6.a. Se cere să se determine viteza absolută ( )av  şi 
acceleraţia absolută ( )aa  la momentul t1=1/3 s 

 
 
 
 
 
 
 

 
Rezolvare:  
Mişcarea relativă este mişcarea rectilinie a cursorului M de la O spre A 

conform legii date sr(t)=20sinπt  
Mişcarea de transport este mişcarea punctului M al cadrului care coincide 

cu cursorul pentru momentul considerat (sau mişcarea cursorului împreună cu 
cadrul dacă încetează mişcarea relativă), deci o mişcare circulară  ϕt(t)=t-0,5t2 

cu viteza şi acceleraţia unghiulară: ω=1-t; ε=-1, pe cercul de rază: 
22

1 rsaMO +=  

Viteza absolută este dată de relaţia vectorială:  tra vvv +=   (a) 

unde vitezele tr v,v  au direcţiile şi sensurile din fig. 11.6.b, având mărimile: 
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unde α este unghiul OO1M, conform fig. 11.6.b,c: 22 sa/acos +=α  
Acceleraţia absolută este dată de relaţia vectorială:    

Ctra aaaa ++=          (c) 
unde acceleraţiile  unghiulare au sensurile şi direcţiile prezentate în fig. 

11.6.c, şi mărimile date de: 

( ) ( )
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τ
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    (d) 

Pentru a determina mărimea acceleraţiei absolute  se proiectează relaţia 
(b) pe cele două axe de coordonate  Mx şi My din fig. 11.6.c,  astfel încât avem:  

22
yxa

ttCy

ttrx aaa
sinacosaaa
cosasinaaa

+=⇒




α−α−=

α+α−−=
τυ

τυ

    (e) 

Înlocuind în relaţiile de mai sus t=1/3 s se obţin valorile numerice din 
tabelul următor: 
vr vt va ar aτt aυt aC aax aay aa 

cm/s cm/s cm/s cm/s2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 cm/s2 

31,416 17,638 21,455 170,95 26,457 11,76 41,888    

 
11.7  Se consideră un cursor M care se deplasează pe un cadru circular de rază 
R, cu viteză relativă constantă u=const., pornind la momentul iniţial din punctul 
A diametral opus punctului O1. În acelaşi timp cadrul se roteşte în jurul 
punctului fix O1 viteza unghiulară constantă ω=const., în sens trigonometric ca 
în figura 11.7.a. Se cere să se determine viteza absolută ( )av  şi acceleraţia 
absolută ( )aa  la momentul t. 
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Rezolvare:  
Mişcarea relativă este mişcarea circulară a cursorului M pe cadrul 

circular în sensul acelor de ceas, pornind din A cu viteza constantă vr=u.  
Mişcarea de transport este mişcarea punctului M al cadrului care coincide 

cu cursorul pentru momentul considerat (sau mişcarea cursorului împreună cu 
cadrul circular dacă încetează mişcarea relativă), deci o mişcare circulară având 

viteza unghiulară ω=constant şi acceleraţia unghiulară ε=0, pe cercul de rază: 

α= cosRMO 21 , unde t
R
u

R
s

2
2 =α⇒=α  

Viteza absolută este dată de relaţia vectorială:  tra vvv +=   (a) 

unde vitezele tr v,v  au direcţiile şi sensurile din fig. 11.7.b, având mărimile: 
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tr     (b) 

Acceleraţia absolută este dată de relaţia vectorială:    

Ctra aaaa ++=          (c) 

unde acceleraţiile  unghiulare au sensurile şi direcţiile prezentate în fig. 
11.7.c, şi mărimile date de: 
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   (d) 

Pentru a determina mărimea acceleraţiei absolute  se proiectează relaţia 
(b) pe cele două axe de coordonate  Mx şi My din fig. 11.7.c,  astfel încât avem:  
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11.8  Se consideră un tub OA care se roteşte în sens trigonometric în jurul 
punctului fix O după legea θ= θ(t). În acelaşi timp o bilă M se deplasează în 
interiorul tubului din O spre A, după legea: x=x (t), ca în figura 11.8.a.  
Se cere să se determine viteza absolută ( )av  şi acceleraţia absolută ( )aa  la 
momentul t. 
 
 
 
 
 
 
 

Rezolvare:  
Se consideră sistemele de axe: fix O1x1y1 şi mobil Oxyz. Mişcarea 

absolută a punctului M este reprezentată de ecuaţiile parametrice: 





θ=
θ=

sinxy
cosxx

1

1           (a) 

Viteza absolută este dată de relaţia vectorială:  tra vvv +=   (b) 

unde vitezele tr v,v  sunt perpendiculare având direcţiile şi sensurile din 
fig. 11.8.b  şi mărimile: 
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       (c) 

Acceleraţia absolută este dată de relaţia vectorială:    
Ctra aaaa ++=          (d) 

unde acceleraţiile unghiulare au sensurile şi direcţiile prezentate în fig. 
11.8.c, şi mărimile date de: 
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Pentru a determina mărimea acceleraţiei absolute  se proiectează relaţia 
(d) pe cele două axe de coordonate  Mx şi My din fig. 11.8.c,  astfel încât avem:  
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11.9  Se consideră o prismă de secţiune ABC având unghiul la vârf ABC=α şi 
înălţimea AC=h, având o mişcare de translaţie după după legea xA(t)=a1t2/2; pe 
latura AB se deplasează punctul M după legea AM=x(t)=at2/2, ca în figura 
11.9.a. Se cere să se determine traiectoria punctului M, viteza absolută ( )av  şi 
acceleraţia absolută ( )aa  la momentul t. 

 
 
 
 
 
 
 

Rezolvare:  
Se consideră sistemele de axe: fix O1x1y1 şi mobil Oxyz (fig. 11.8.b). 

Mişcarea relativă şi de transport a punctului M este dată de ecuaţiile 
parametrice: 
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1 taxx;atxx tAr      (a) 

Viteza absolută este dată de relaţia vectorială:  tra vvv +=   
unde vitezele tr v,v  au direcţiile şi sensurile din fig. 11.9.b  şi mărimile: 
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Acceleraţia absolută este dată de relaţia vectorială:  Ctra aaaa ++=   
unde acceleraţiile unghiulare au sensurile şi direcţiile prezentate în fig. 11.9.c, şi 
mărimile date de: 
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Ecuaţiile parametrice ale traiectoriei sunt: 
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Eliminând timpul din cele două ecuaţii (d) se obţine ecuaţia unei drepte ce 

trece prin punctul A(0,h): 01
1

1 =−
α+

α
+ hx
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PROBLEME PROPUSE 
Se consideră un tub OA care se roteşte în sensul indicat în figura 
corespunzătoare în jurul punctului fix O1 după legea ϕ=ϕ(t). În acelaşi timp o 
bilă M se deplasează în interiorul tubului din O spre A, după legea: s=sr(t).  Se 
cere să se determine viteza absolută ( )av  şi acceleraţia absolută ( )aa  la 
momentul t1  specificat pentru fiecare caz în parte 

Nr.probl. Figura problemei Datele problemei 
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 CAPITOLUL XII 
DINAMICA MIŞCĂRII RELATIVE 

A PUNCTULUI MATERIAL 
 
 

12.1. Se consideră cadrul OABC din figura 12.1.a format dintr-un tub OA 
înclinat cu unghiul α  faţă de axa de rotaţie, situat în plan vertical, care se 
roteşte în jurul axei verticale BC cu viteza unghiulară ω=constant. În acelaşi 
timp, în interiorul tubului se deplasează fără frecare un punct material M (o 
bilă) de masă m, pornind din punctul O fără viteză iniţială. Se mai cunosc 
lungimile CO =a şi CB=h.   

Se cere: 
1. să se deducă ecuaţiile mişcării relative a 

punctului M în interiorul tubului şi soluţia 
ecuaţiei diferenţiale respective. 

2. să se determine forţa de presiune pe care o 
exercită punctul M de masă m asupra 
pereţilor tubului. 

3. Să se determine distanţa OM pentru poziţia 
de repaus relativ al punctului M faţă de tub 
 
Rezolvare: 
Se aleg cele două sisteme de axe ca în fig. 

12.1.a: sistemul de axe fix O1x1y1z1 şi sistemul de 
axe mobil Oxyz cu originea în punctul O astfel 
încât planul cadrului A’ABB’ să coincidă cu 
planul Oxz şi Oy dat de regula şurubului drept.  

 
Vectorii εω,,r,r o  se exprimă prin proiecţiile lor pe axele sistemului 

mobil Oxzy, astfel (fig. 12.1.b): 

0
0

=ω=ε⋅αω+⋅αω=ω

α−α====
&;ksinicos

kcosaisinaCOr;ixOMr
    (a) 

Expresiile analitice ale vitezei relative şi de transport se exprimă faţă de 
sistemul mobil Oxzy astfel (fig. 12.1.b): 

 ix
t
rvr &=
∂
∂

=          (b) 

( ) ( ) jsinxaix)ksinicos(
)kcosisin(a)ksinicos(rrrrrvvt

α+ω=⋅×⋅α+⋅αω+

+⋅α−⋅α×⋅α+⋅αω=×ω+×ω=×ω+=×ω+= 000
&

 (c) 
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Viteza de transport se poate scrie direct  ea având acelaşi sens cu axa Oy 
şi fiind proporţională cu distanţa până la axa de rotaţie: α+== sinxa'MMd . 

Expresiile analitice ale acceleraţiei relativă, de transport şi Coriolis faţă de 
sistemul mobil Oxzy (fig. 12.1.b) sunt: 

( ) ( )
( ) ( )

jsinx)ix()ksinicos(va
isinkcos)sinax(ajsinx)ksinicos(

ja)ksinicos(rraa

,ix
t
ra

rC

t

t

r

⋅αω=×⋅αω+⋅αω=×ω=

⋅α−⋅αα+ω=⇒α×⋅α+⋅αω+

+⋅ω×⋅α+⋅αω=×ω×ω+×ε+=

=
∂
∂

=

&&

&&

222

2

0

2

2

(d) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Ecuaţia fundamentală a dinamicii mişcării relative a punctului material se 
scrie:   

Ctr FFFam ++= ,         (e) 

unde  F  reprezintă rezultanta forţelor efectiv aplicate şi de legătură, tF  
forţa complementară de transport şi CF  forţa complementară Coriolis. Conform 
fig. 12.1.c expresiile analitice ale acestor forţe în proiecţii pe axele  sistemului 
mobil Oxzy, sunt: 

( ) ( )
jsinxmamF

kcosisinsinxamamF
jNkNksingmicosgmNNgmF

cC

tt

⋅αω−=−=

⋅α−α⋅α+ω=−=

++⋅α−⋅α−=++=

&2

2

2121

   (f) 

Ecuaţia fundamentală a dinamicii mişcării relative (e) se scrie astfel: 

k)cossinxmsingmN(
j)sinxmN(i)sinxmcosgm(ixm

ααω−α−+

+αω−+αω+α−=
2

1

2
22 2 &&&

    (f) 

sau în proiecţii pe axe, sistemul de ecuaţii scalare: 
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( )

( )







αα+ω−α−=

αω−=
α−αα+ω=

cossinxamsingmN
sinxmN

cosmgsinsinxamxm

2
1

2

2

0
20 &

&&

          (g) 

Prima ecuaţie a sistemului (g) reprezintă o ecuaţie diferenţială de ordinul 
II  neomogenă, care se scrie astfel:  

αω+α−=⋅αω− sinacosgxsinx 222&&         (h) 
Soluţia generală a acestei ecuaţii este egală cu suma dintre soluţia 

generală a ecuaţiei omogene (xom) şi o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene 
(xp): 

    
αω

α⋅−αω
++=+= αω−αω

22

2

21 sin
cosgsinaeCeCxxx sintsint

pom      (i) 

Derivata soluţiei generale se scrie:    

( )αω−αω −⋅αω= sintsint eCeCsinx 21&         (j) 

unde C1 şi C2 sunt constante de integrare care se determină din condiţiile iniţiale 
ale problemei:  pentru   t=0  ⇒  x(0) =0,   şi 00 =)(x& . 

 Se obţine astfel următorul sistem de două ecuaţii cu două necunoscute C1 şi C2: 







=−
αω

αω−α
=+

021

22

2

21

CC
sin

sinacosgCC
        (k) 

Dacă se notează:   022

2

x
sin

sinacosg
=

αω
αω−α        (l) 

se obţine:  
2

0
21

xCC ==  ,     deci ecuaţia mişcării se scrie:     (m) 

[ ]

)sint(shsinx)ee(sinxxv

)sint(chx)ee(xx

sintsint

tsintsint

αω⋅αω=−αω==

−αω⋅=−+=

αω−αω

αω−αω

0
0

0
0

2

12
2

&

   (n) 

Se poate exprima legea de mişcare şi sub forma relaţiei între viteză şi 
deplasare ţinând seama de relaţia matematică: 122 =− xshxch . 

Relaţiile (n) se mai scriu astfel: 

)sint(sh
sinx
v

)sint(ch
x
x

αω=
αω

αω=+

0

0

1
         (o) 

Legea de mişcare sub forma relaţiei între viteză şi deplasare este deci: 

11
2

0

2

0

=







αω

−







+

sinx
v

x
x        (p) 
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2. Înlocuind soluţiile (n) în a doua şi a treia ecuaţie (f) rezultă reacţiunile N1 şi 
N2 care sunt egale în modul cu forţele de presiune pe care le exercită punctul M 
asupra pereţilor tubului după Oy şi Oz: 

[ ]
)sint(shxsinmsinxmN

cos))sint(chxsina(msingmN
αωαω=αω=

α−αωα+ω+α=

0
22

2

0
2

1

22
1

&
   (q) 

Ţinând seama că cele două reacţiuni sunt perpendiculare, forţa totală de 
presiune N pe care o exercită punctul M asupra tubului este: 

2
2

2
1 NNN +=          (r) 

4. Condiţia de repaus relativ este dată de:  
00 ==== xvsixa rr &&& ,         (s) 

care introduse în ecuaţiile (g) conduc la: 

  
( )









αω+α=

=
α−αα+ω=

cosamsingmN
N

cosgsinsinxa

2
1

2

2

0
0

      (t) 

Din prima ecuaţie rezultă poziţia de repaus relativ a punctului faţă de tub: 

αω
αω−α

= 22

2

sin
sinacosgxR          (u) 

repaus relativ care se realizează dacă este îndeplinită condiţia: 

α<ω
ω

<α⇔>αω−α ctg
a
gsau

a
gtgsinacosg 2

2
2 0   (v) 

 
12.2. Se consideră cadrul OABC din figura 12.2.a format dintr-un tub OA 
înclinat cu unghiul α  faţă de axa de rotaţie, situat în plan vertical, care se 
roteşte în jurul axei verticale BC cu viteza unghiulară ω=constant. În acelaşi 
timp, în interiorul tubului se deplasează fără frecare un punct material M (o 
bilă) de masă m, care este prins prin intremediul unui arc de constantă elastică 
c de punctul fix O; punctul material porneşte din D (OD=l0=lungimea arcului 
nedeformat) fără viteză iniţială. Se mai cunosc lungimile: CO =a; CB=h.   

 
Se cere: 

1. să se deducă ecuaţiile mişcării relative a 
punctului M în interiorul tubului şi soluţia 
ecuaţiei diferenţiale respective. 
2. să se determine forţa de presiune pe care o 
exercită punctul M de masă m asupra pereţilor 
tubului. 
3. Să se determine distanţa OM pentru poziţia 
de repaus relativ al punctului M faţă de tub 
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Rezolvare: 
Faţă deproblema 12.1, în acest caz mai apare o forţă ce acţionează asupra 

punctului material (fig. 12.2.c) şi anume forţa elastică a arcului având 
mărimea: )x(cFe 0l−= , unde x este distanţa de la punctul M la punctul O. 

Se aleg cele două sisteme de axe ca în fig. 12.2.a: triedrul fix O1x1y1z1 şi 
triedrul mobil Oxyz cu originea în punctul O astfel încât planul cadrului A’ABB’ 
să coincidă cu planul Oxz . 

Vectorii εω,,r,r o  se exprimă prin proiecţiile lor pe axele triedrului 
mobil Oxzy, astfel (fig. 12.2.b): 

0
0

=ω=ε⋅αω+⋅αω=ω

α−α====
&;ksinicos

kcosaisinaCOr;ixOMr
    (a) 

Expresiile analitice ale vitezei relative şi de transport se exprimă faţă de 
triedrul mobil Oxzy astfel (fig. 12.1.b): 

 ix
t
rvr &=
∂
∂

=          (b) 

( ) ( ) jsinxaix)ksinicos(
)kcosisin(a)ksinicos(rrrrrvvt

α+ω=⋅×⋅α+⋅αω+

+⋅α−⋅α×⋅α+⋅αω=×ω+×ω=×ω+=×ω+= 000
&

 (c) 

Expresiile analitice ale acceleraţiilor relativă, de transport şi Coriolis în  
triedrul mobil Oxzy (fig. 12.1.b) sunt: 

( ) ( )
( ) ( )

jsinx)ix()ksinicos(va
isinkcos)sinax(ajsinx)ksinicos(

ja)ksinicos(rraa

,ix
t
ra

rC

t

t

r

⋅αω=×⋅αω+⋅αω=×ω=

⋅α−⋅αα+ω=⇒α×⋅α+⋅αω+

+⋅ω×⋅α+⋅αω=×ω×ω+×ε+=

=
∂
∂

=

&&

&&

222

2

0

2

2

(d) 
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Ecuaţia fundamentală a dinamicii mişcării relative a punctului material 
este: 

Ctr FFFam ++= ,         (e) 

unde  F  reprezintă rezultanta forţelor efectiv aplicate şi de legătură, tF  forţa 
complementară de transport şi CF  forţa complementară Coriolis. Conform fig. 
12.1.c expresiile analitice ale acestor forţe în proiecţii pe axele  sistemului mobil 
Oxzy, sunt: 

( )( )
jsinxmamF

kcosisinsinxamamF
jNkNi)x(cksingmicosgmNNFgmF

cC

tt

e

⋅αω−=−=

⋅α−αα+ω=−=

++−−⋅α−⋅α−=+++=

&

l

2

2

21021

 (f) 

Ecuaţia fundamentală a dinamicii mişcării relative (e) se scrie astfel: 
[ ]

k)cossinxmsingmN(
j)sinxmN(i)x(csinxmcosgmixm

ααω−α−+

+αω−+−−αω+α−=
2

1

20
22 2 &l&&

  (f) 

sau în proiecţii pe axe, sistemul de ecuaţii scalare: 

 
( )

( )







αα+ω−α−=

αω−=
−−α−αα+ω=

cossinxamsingmN
sinxmN

)x(ccosmgsinsinxamxm

2
1

2

0
2

0
20 &

l&&

        (g) 

Prima ecuaţie a sistemului (g) reprezintă o ecuaţie diferenţială de ordinul 
II  neomogenă, care se scrie astfel:  

αω++α−=





 −αω− sina

m
ccosgx

m
csinx 2022 l

&&       (h) 

         Soluţia generală a acestei ecuaţii este egală cu suma dintre soluţia generală 
a ecuaţiei omogene (xom) şi o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene (xp): 
 pom xxx +=            (i) 
 Se consideră cele două ipoteze posibile: 

a) Dacă:  22222 0 λ−=−αω<−αω
m
csinnotam,

m
csin      (j) 

Soluţia generală a ecuaţiei omogene (xom) se scrie sub forma: 
trtr

om eCeCx 21
21 += ,           (k) 

unde r1 şi r2 sun rădăcinile ecuaţiei caracteristice: 
022 =λ+r ,     adică       λ±= ir ,21 , deci  (k) devine: 

tsinAtcosAeCeCx titi
om λ+λ=+= λ−λ

2121  
Soluţia particulară a ecuaţiei neomogene se găseşte de forma: 

    
αω−

αω++α⋅−
=

22

20

sin
m
c

sina
m

ccosg
xp

l

        (l) 

Deci soluţia generală se scrie:    
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αω−

αω++α⋅−
+λ+λ=

22

20

21

sin
m
c

sina
m

ccosg
tsinAtcosAx

l

   (m) 

iar derivata ei se scrie: 
tcosAtsinAx λλ+λλ−= 21&         (n) 

unde A1 şi A2 sunt constante de integrare care se determină din condiţiile iniţiale 
ale problemei:  pentru   t=0  ⇒  x(0) =l0,   şi 00 =)(x& . 

 Se obţin astfel pentru  A1 şi A2 valorile: 













=

=
αω−

αω++α⋅−
−=

02

0
22

20

01

A

x
sin

m
c

sina
m

ccosg
A

l

l
      (o) 

deci ecuaţia (m) a mişcării se scrie:      

tsinxxv
)t(cosxx

λλ−==
−λ+=

0

00 1
&

l
        (p) 

Înlocuind soluţiile (n) în a doua şi a treia ecuaţie (f) rezultă reacţiunile N1 
şi N2 care sunt egale în modul cu forţele de presiune pe care le exercită punctul 
M asupra pereţilor tubului după Oy şi Oz. Ţinând seama că cele două reacţiuni 
sunt perpendiculare, forţa totală de presiune N pe care o exercită punctul M 
asupra tubului este: 

2
2

2
1 NNN +=    

b) Dacă 22222 0 β=−αω>−αω
m
csinnotam,

m
csin     (q) 

Soluţia generală a ecuaţiei omogene (xom) se scrie sub forma: 
trtr

om eCeCx 21
21 += ,         (r)  

unde r1 şi r2 sunt rădăcinile ecuaţiei caracteristice:  
022 =β−r ,      

        adică       β±=21,r , deci  (r) devine: 
tt

om eCeCx β−β += 21     
Soluţia particulară a ecuaţiei neomogene se găseşte de forma: 

    

m
csin

sina
m

ccosg
xp

−αω

αω++α⋅−
=

22

20l

        (s) 

Deci soluţia generală se scrie:    
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m
csin

sina
m

ccosg
eCeCx tt

−αω

αω++α⋅−
++= β−β

22

20

21

l

    (t) 

iar derivata ei se scrie: 
tt eCeCx β−β β−β= 21&          (u) 

unde C1 şi C2 sunt constante de integrare care se determină din condiţiile iniţiale 
ale problemei:  pentru   t=0  ⇒  x(0) =l0,   şi 00 =)(x& . 

Se obţine astfel următorul sistem de două ecuaţii cu două necunoscute C1 şi C2: 













=−

=
−αω

αω++α⋅−
++

021

0
22

20

21

CC
m
csin

sina
m

ccosg
CC l

l

      (v) 

Dacă se notează:   0
22

20

0 x

m
csin

sina
m

ccosg
=

−αω

αω++α⋅−
−

l

l     (w) 

se obţine:  
2

0
21

xCC ==  ,     deci ecuaţia mişcării se scrie:     (x) 

( )

tshxxv

tchxx)ee(xx tt

β⋅β==

+−β=−++= β−β

0

0000
0 1

2
&

ll
    (y) 

Se poate exprima legea de mişcare şi sub forma relaţiei între viteză şi 
deplasare ţinând seama de relaţia matematică: 122 =− xshxch . 

Relaţiile (y) se mai scriu astfel: 

tsh
x
v;tch

x
x

β=
β

β=+
−

00

0 1l       (z) 

Legea de mişcare sub forma relaţiei între viteză şi deplasare este deci: 

11
2

0

2

0

0 =







β

−







+

−
x
v

x
x l               (aa) 

2. Înlocuind soluţiile (n) în a doua şi a treia ecuaţie (y) rezultă reacţiunile N1 şi 
N2 care sunt egale în modul cu forţele de presiune pe care le exercită punctul M 
asupra pereţilor tubului după Oy şi Oz: Ţinând seama că cele două reacţiuni sunt 
perpendiculare, forţa totală de presiune N pe care o exercită punctul M asupra 
tubului este: 

2
2

2
1 NNN +=          (r) 
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3. Condiţiile de repaus relativ sunt date de:  
00 ==== xvsixa rr &&& ,                (ab) 

care introduse în ecuaţiile (g) conduc la: 

( )α+ω+α=

=
+αω−

αω++α−
==

sinxamsingmN
N

csinm
sinamccosmg)OM(x

R

RR

2
1

2

22

2
0

0

l

           (ac) 

Repausul relativ se realizează dacă este îndeplinită condiţia: 

022

2
0 l
l

>
+αω−

αω++α−
csinm

sinamccosmg                                          (ad) 

 

 
12.3. Se consideră cadrul OABC din figura 12.3.a format dintr-un tub OA 
înclinat cu unghiul α  faţă de axa de rotaţie, situat în plan vertical, care se 
roteşte în jurul axei verticale BC cu viteza unghiulară ω=constant. În acelaşi 
timp, în interiorul tubului se deplasează fără frecare un punct material M (o 
bilă) de masă m, pornind din punctul O  fără viteză iniţială. Tubul este înclinat 
faţă de verticală cu unghiul α.  Se mai cunosc lungimile: CO =a; CB=h.   

Se cere: 
1. să se deducă ecuaţiile scalare ale mişcării 

relative a punctului M în interiorul tubului şi 
legea de mişcare. 

2. să se determine forţa de presiune pe care o 
exercită punctul M de masă m asupra 
pereţilor tubului. 

3. Să se determine  poziţia punctului M pentru 
poziţia de repaus relativ faţă de tub. 
 
Rezolvare: 
Se aleg cele două sisteme de axe ca în fig. 

12.3.a: sistemul de axe (triedrul, reperul) fix 
O1x1y1z1 şi sistemul de axe mobil Oxyz cu 
originea în punctul O astfel încât planul cadrului 
A’ABB’ să coincidă cu planul Oxz şi Oy dat de 
regula şurubului drept.  

Pentru studiul mişcării se pleacă de la ecuaţia fundamentală a dinamicii 
mişcării relative a punctului material:   

Ctr FFFam ++= ,         (a) 
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unde  conform fig. 12.3.c se poate scrie: 
¾ jNkNkcosgmisingmNNgmF 2121 −−⋅α+⋅α=++=    (b) 

rezultanta forţelor efectiv aplicate şi de legătură,  

¾ tt amF −=  forţa complementară de transport      (c) 

¾ CC amF −=  forţa complementară Coriolis.      (d) 
Acceleraţiile de transport şi Coriolis faţă de triedrul mobil Oxzy (fig. 

12.3.b) sunt: 

( )
jcosx)ix()kcosisin(va

ksinicos)cosxa(aa

rC

tt

⋅αω−=×⋅αω−⋅αω−=×ω=

⋅α−⋅αα−ω== ν

&& 222

2

  (d) 

Rezultă expresiile analitice ale forţelor complementare 

( )
jcosxmamF

ksinicos)cosxa(mamF

CC

tt

⋅αω=−=

⋅α+⋅α−α−ω=−=

&2

2

    (e) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Ecuaţia fundamentală a dinamicii mişcării relative (e) se scrie astfel: 

( ) jcosxmksinicos)cosxa(m
jNkNkcosgmisingmixm

⋅αω+⋅α+⋅α−α−ω+

+−−⋅α+⋅α=

&

&&

22

21     (f) 

sau în proiecţii pe axe, sistemul de ecuaţii scalare: 

αα−ω+α+−=

αω+−=
αα−ω−α=

sin)cosxa(mcosgmN
cosxmN

cos)cosxa(msingmxm

2
1

2

2

0
20 &

&&

      (g) 

Prima ecuaţie a sistemului (g) reprezintă o ecuaţie diferenţială de ordinul 
II  neomogenă, care se scrie astfel:  

αω−α=⋅αω− cosasingxcosx 222&&         (h) 
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Soluţia generală a acestei ecuaţii este egală cu suma dintre soluţia 
generală a ecuaţiei omogene (xom) şi o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene 
(xp): 

    
αω

αω−α⋅−+=+= αω−αω

22

2

21 cos
cosasingeCeCxxx costcost

pom      (i) 

Derivata soluţiei generale se scrie:    

( )αω−αω −αω= costcost eCeCcosx 21&         (j) 

unde C1 şi C2 sunt constante de integrare care se determină din condiţiile iniţiale 
ale problemei:  pentru   t=0  ⇒  x(0) =0,   şi 00 =)(x& . 

 Se obţine astfel următorul sistem de două ecuaţii cu două necunoscute C1 şi C2: 







=−
αω

αω−α
=+

021

22

2

21

CC
cos

cosasingCC
        (k) 

Dacă se notează:   022

2

x
cos

cosasing
=

αω
αω−α        (l) 

se obţine:  
2

0
21

xCC ==  ,     deci ecuaţia mişcării se scrie:     (m) 

[ ]

)cost(shcosx)ee(cosxxv

)cost(chx)ee(xx

costcost

tcostcost

αω⋅αω=−αω==

−αω⋅=−+=

αω−αω

αω−αω

0
0

0
0

2

12
2

&

   (n) 

Se poate exprima legea de mişcare şi sub forma unei ecuaţii viteză - 
deplasare ţinând seama de relaţia matematică: 122 =− xshxch . 

Relaţiile (n) se mai scriu astfel: 

)sint(sh
cosx
v

)cost(ch
x
x

αω=
αω

αω=+

0

0

1
         (o) 

Legea de mişcare sub forma relaţiei între viteză şi deplasare este deci: 

11
2

0

2

0

=







αω

−







+

cosx
v

x
x        (p) 

2. Înlocuind soluţiile (n) în a doua şi a treia ecuaţie (f) rezultă reacţiunile N1 şi 
N2 care sunt egale în modul cu forţele de presiune pe care le exercită punctul M 
asupra pereţilor tubului după Oy şi Oz: 

[ ]
)cost(shxcosmcosxmN

sin))cost(chxcosa(mcosgmN
αωαω=αω=

α−αωα−ω+α=

0
22

2

0
2

1

22
1

&
   (q) 

Forţa totală de presiune N pe care o exercită punctul M asupra tubului 
este: 2

2
2

1 NNN +=          (r) 
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4. Condiţia de repaus relativ este dată de:  
00 ==== xvsixa rr &&& ,    x=xR       (s) 

care introduse în ecuaţiile (g) conduc la: 

  
αα−ω+α+−=

−=
αα−ω−α=

sin)cosxa(mcosgmN
N

cos)cosxa(msingm

R

R

2
1

2

2

0
0
0

     (t) 

Din prima ecuaţie rezultă poziţia de repaus relativ a punctului faţă de tub: 

αω
αω+α−

= 22

2

cos
cosasingxR         (u) 

repaus relativ care se realizează dacă este îndeplinită condiţia: 

α>ω
ω

<α⇔>αω+α− tg
a
gsau

g
atgcosasing 2

2
2 0   (v) 

 
 

12.4. Se consideră cadrul ABB’A’ format dintr-un tub situat în plan vertical de 
forma semicirculară ca în figura 12.4, care se roteşte cu viteza unghiulară  
constantă ω. În acelaşi timp, în interiorul tubului se deplasează fără frecare un 
punct material de masă m, pornind din punctul A cu viteză iniţială. Se mai 
cunosc lungimile: AA’ =a;  A’B’=h.   

Se cere: 
1. să se deducă ecuaţiile mişcării relative a 

punctului în interiorul tubului pe cele 
două porţiuni AB şi BB’ 

2. să se determine forţa pe care o exercită 
punctul material de masă m asupra 
peretelui tubului pe cele două porţiuni . 
Rezolvare: 
a. Mişcarea pe AB 
Se consideră cele două sisteme de axe ca 

în fig. 12.4.a: sistemul de axe (triedrul, 
reperul) fix O1x1y1z1 şi sistemul de axe mobil 
Oxyz cu originea în acelaşi punct de pe axa 
de rotaţie astfel încât planul cadrului 
ABB’A’ să coincidă cu planul Oxz şi Oy dat 
de regula şurubului drept.  

Se exprimă vectorii εω,,r,r o  prin proiecţiile lor faţă de triedrul mobil 
Oxzy astfel (fig. 12.4.a): 

A 

M 

A’ 

z1 

B

B’

a 

R 

Fig. 12.4

ω 

v0 
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0
00

=ω=ε⋅ω=ω

===
&;k

r;ixOMr
       (a) 

Viteza relativă şi de transport se exprimă faţă de triedrul mobil Oxzy 
astfel (fig. 12.4.a): 

 ix
t
rvr &=
∂
∂

=          (b) 

         ( ) jxix)k(rvvt ⋅ω=⋅×⋅ω=×ω+= 0  
Acceleraţiile relativă, de transport şi Coriolis se exprimă faţă de triedrul 

mobil Oxzy astfel (fig. 12.4.a): 

( )
( ) ( ) jxixkva

ix)jx()k(rraa

,ix
t
ra

rC

t

r

⋅ω=×⋅ω=×ω=

⋅ω−=⋅ω×⋅ω=×ω×ω+×ε+=

=
∂
∂

=

&&

&&

222

2
0

2

2

   (c) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Expresiile analitice (în raport cu sistemul de axe mobil Oxzy) ale forţelor 
exterioare (direct aplicate şi de legătură) şi a forţelor complementare (de 
transport şi Coriolis) conform fig. 12.3.b sunt 

jxmamF
ixmamF

jNkNkgmNNgmF

cC

tt

yzyz

⋅ω−=−=

⋅ω=−=

++⋅−=++=

&2

2      (d) 

Ecuaţia fundamentală a dinamicii mişcării relative a punctului material:  
Ctr FFFam ++= , se scrie analitic astfel:    (e) 

k)gmN(j)xmN(ixmixm zy −+ω−+⋅ω= &&& 22     (f) 

A≡O 

M 

A’ 

z1≡z 

B 

B’ 

R 

Fig. 12.4.a 
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ω 
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sau în proiecţii pe axele triedrului mobil: 

  








−=

ω−=
ω=

gmN
xmN

xmxm

z

y

0
20

2

&

&&

             (g) 

Prima ecuaţie (g) se mai scrie: 02 =⋅ω− xx&&        (h) 
şi are soluţia de forma:    tt eCeCx ω−ω += 21  ,       (i) 

respectiv derivata:    ( )tt eCeCx ω−ω −ω= 21&       (j) 
unde C1 şi C2 sunt constante de integrare care se determină din condiţiile 
iniţiale ale problemei: x(0) =0,   şi 00 v)(x =& . Se obţine astfel următorul 
sistem de două ecuaţii cu două necunoscute C1 şi C2: 







ω
=−

=+

0
21

21 0
vCC

CC
         (k) 

se obţine:  
ω

=−=
2

0
21

vCC  ,     deci ecuaţia mişcării se scrie:   

)t(chvx

)t(shv)ee(vx tt

ω=

ω⋅
ω

=−
ω

= ω−ω

0

00

2
&

      (l) 

Se poate exprima legea de mişcare şi sub forma viteză funcţie de spaţiu 
ţinând seama de relaţia matematică evidentă: 122 =− xshxch : 

1
2

0

2

0

=






 ω
−








v
x

v
x&          (m) 

sau sub forma: 

1
2

0
0 +







 ω
==

v
xvx)x(v &         (n) 

În punctul B viteza va fi: 1
2

0
0 +







 ω
=

v
avvB     (o) 

Din ultimele două ecuaţii (g) rezultă reacţiunile Ny şi Nz: 

gmN;
v
avmxmN zy =+







 ω
ω=ω= 1022

2

0

&     (p) 

 
b. Mişcarea pe BB’ 
Se consideră cele două sisteme de axe ca în fig. 12.4.c: sistemul de axe 

(triedrul, reperul) fix O1x1y1z1 şi sistemul de axe mobil Oxyz cu originea în 
acelaşi punct de pe axa de rotaţie astfel încât planul cadrului ABB’A’ să 
coincidă cu planul Oxz şi Oy dat de regula şurubului drept.  
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Se exprimă vectorii εω,,r,r o  prin proiecţiile lor faţă de triedrul mobil 
Oxzy astfel (fig. 12.4.a): 

0
01 0

=ω=ε⋅ω=ω

=θ−+θ+==
&;k

r;k)cos(Ri)sinRa(OMr
   (q) 

Viteza relativă şi de transport se exprimă faţă de triedrul mobil Oxzy 
astfel (fig. 12.4.a): 

 τθ=θθ+θθ=
∂
∂

= &&& RksinRicosR
t
rvr       (r) 

         ( ) j)sinRa(k)cos(Ri)sinRa()k(rvvt θ+⋅ω=θ−+θ+×⋅ω=×ω+= 10  
Se observă că viteza de transport este în acelaşi sens cu axa Oy, fiind 

proporţională cu distanţa până la axa de rotaţie: θ+== sinRa'MMd . 
Acceleraţiile relativă, de transport şi Coriolis se exprimă faţă de triedrul 

mobil Oxzy astfel (fig. 12.4.a): 

( ) ( )
( ) [ ]

( ) ( ) jcosRksinRicosRkva

i)sinRa(j)sinRa()k(rraa

kcosRsinRisinRcosR
t
ra

rC

t

r

⋅θθω=θθ+θθ×⋅ω=×ω=

⋅θ+ω−=θ+⋅ω×⋅ω=×ω×ω+×ε+=

⋅θθ+θθ+⋅θθ−θθ=
∂
∂

=

&&&

&&&&&&

222

2
0

22
2

2

 (s) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Expresiile analitice (în raport cu sistemul de axe mobil Oxzy) ale forţelor 
exterioare (direct aplicate şi de legătură) şi a forţelor complementare (de 
transport şi Coriolis) conform fig. 12.4.d sunt 

jcosRmamF

i)sinRa(mamF
jNkcosNisinNkgmNNgmF

CC

tt

⋅θθω−=−=

⋅θ+ω=−=

+⋅θ+⋅θ−⋅−=++=

&2

2

21121

   (t) 
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Ecuaţia fundamentală a dinamicii mişcării relative a punctului material:  

Ctr FFFam ++= ,        (u)  

se scrie analitic astfel:  

( ) ( )
jcosRmi)sinRa(mjNkcosN

isinNkgmkcosRsinRmisinRcosRm
⋅θθω−⋅θ+ω++θ+

+⋅θ−⋅−=⋅θθ+θθ+⋅θθ−θθ
&

&&&&&&

22
21

1
22

  (w) 

sau în proiecţii pe axele triedrului mobil: 

( )

( )







θ+−=θθ+θθ

θθω−=

θ+ω+θ−=θθ−θθ

cosNgmcosRsinRm
cosRmN

)sinRa(msinNsinRcosRm

1
2

2

2
1

2

20
&&&

&

&&&

   (x) 

Dacă se multiplică prima ecuaţie (x) cu cosθ şi a treia cu sinθ şi se adună 
membru cu membru se obţine ecuaţia diferenţială: 

( )
θ−θθ+ω=θ

θ−θθ+ω=θ+θθ

singcos)sinRa(R
sau,sinmgcos)sinRa(msincosmR

2

222

&&

&&
 (y) 

Multiplicând ecuaţia (y) cu:  dtd θ=θ &  şi integrând se obţine o primă 
formă integrală  a soluţiei: 

 
CcosgcosRsinaR
dsingdcos)sinRa(dtR

+θ+θω−θω=
θ

θθ−θ⋅θθ+ω=θ⋅θ

2
4
1

2
22

2

2

&

&&&

    (z) 

 Constanta de integrare se obţine din condiţiile iniţiale:  

10
2

0
0 +







 ω
=θ=⇒=θ

v
avRvB

&               (aa) 

 Se obţine astfel legea de mişcare sub forma: 

)cos(RgsinRsinaRvR)(v B θ−−θω+θω+=θ=θ 122 22222&            (ab) 

Viteza în punctul B’ se obţine din relaţia (ab) în care θ=1800: 

Rgvv B'B 42 −=                 (ac) 

Pentru ca punctul să ajungă în B’ trebuie îndeplinită condiţia: 

( )
( )2

0

2
0

22

4

44

ω−≥

≥+ω≥

aRgv:sau

RgvasauRgvB              (ad) 
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12.5. Se consideră cadrul A’ABB’ din figura 12.5  format dintr-un tub AB 
înclinat cu unghiul α  faţă de axa de rotaţie, situat în plan vertical, care se 
roteşte cu viteza unghiulară  constantă ω. În acelaşi timp, în interiorul tubului 
se deplasează fără frecare un punct material de masă m, pornind din punctul A 
fără viteză iniţială. Se mai cunosc lungimile: AA’ =a;  A’B’=h.   

Se cere: 
1. să se deducă ecuaţiile mişcării relative a 
punctului în interiorul tubului 
2. să se determine viteza absolută  în 
momentul părăsirii tubului (în punctul B); 
3. să se determine forţa pe care o exercită 
punctul material de masă m asupra peretelui 
tubului. 
Rezolvare: 
Se consideră cele două sisteme de axe ca în 

fig. 12.5.a: sistemul de axe (triedrul, reperul) fix 
O1x1y1z1 şi sistemul de axe mobil Oxyz cu 
originea în acelaşi punct de pe axa de rotaţie 
astfel încât planul cadrului A’ABB’ să coincidă 
cu planul Oxz şi Oy dat de regula şurubului 
drept.  

Se exprimă vectorii εω,,r,r o  prin proiecţiile lor faţă de triedrul mobil 
Oxzy astfel (fig. 12.5.a): 

0
00

=ω=ε⋅αω+⋅αω−=ω

===
&;ksinicos

r;ixOMr
    (a) 

Viteza relativă şi de transport se exprimă faţă de triedrul mobil Oxzy 
astfel (fig. 12.5.a): 

 ix
t
rvr &=
∂
∂

=          (b) 

         ( ) jsinxix)ksinicos(rvvt ⋅α⋅ω=⋅×⋅αω+⋅αω−=×ω+= 0  

Acceleraţiile relativă, de transport şi Coriolis se exprimă faţă de triedrul 
mobil Oxzy astfel (fig. 12.5.a): 

( )

jsinx)ix()ksinicos(va
kcossinxisinxa

)jsinx()ksinicos(rraa

,ix
t
ra

rC

t

t

r

⋅αω=×⋅αω+⋅αω−=×ω=

⋅ααω−⋅αω−=⇒

⋅αω×⋅αω+⋅αω−=×ω×ω+×ε+=

=
∂
∂

=

&&

&&

222

222

0

2

2

 (c) 
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Expresiile analitice (în raport cu sistemul de axe mobil Oxzy) ale forţelor 

exterioare (direct aplicate şi de legătură) şi a forţelor complementare (de 
transport şi Coriolis) conform fig. 12.5.b sunt 

jsinxmamF
kcossinxmisinxmamF

jNkNksingmicosgmNNgmF

cC

tt

yzyz

⋅αω−=−=

⋅ααω+⋅αω=−=

++⋅α−⋅α=++=

&2

222    (d) 

Ecuaţia fundamentală a dinamicii mişcării relative a punctului material:  

Ctr FFFam ++= , se scrie analitic astfel:    (e) 

k)cossinxmsingmN(

j)sinxmN(i)sinxmcosgm(ixm

z

y

ααω+α−+

+αω−+αω+α=
2

22 2 &&&
    (f) 

sau în proiecţii pe axele triedrului mobil: 

 








ααω+α−=

αω−=
α+αω=

cossinxmsingmN

sinxmN
cosmgsinxmxm

z

y

2

22

0

20 &

&&

          (g) 

Prima ecuaţie (g) se mai scrie:  

α=⋅αω− cosgxsinx 22&&           (h) 
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şi are soluţia de forma:   
α⋅ω
α⋅

−+= αω−αω

2221 sin
cosgeCeCx tsintsin  ,    (i) 

respectiv derivata:   ( )tsintsin eCeCsinx αω−αω −⋅αω= 21&      (j) 

unde C1 şi C2 sunt constante de integrare care se determină din condiţiile iniţiale 
ale problemei: x(0) =a/sinα,   şi 00 =)(x& . Se obţine astfel următorul sistem de 
două ecuaţii cu două necunoscute C1 şi C2: 







=−
αω
α

+
α

=+

021

2221

CC
sin
cosg

sin
aCC

        (k) 

Dacă se notează:   022 x
sin
cosg

sin
a

=
α⋅ω
α⋅

+
α

       (l) 

se obţine:  
2

0
21

xCC ==  ,     deci ecuaţia mişcării se scrie:     (m) 

)tsin(shsinxx
sin
cosg)tsin(chxx

sin
cosg)ee(xx tsintsin

⋅αω⋅αω=
αω
α

−⋅αω⋅=
αω
α

−+= αω−αω

0

22022
0

2
&

 (n) 

Se poate exprima legea de mişcare şi sub forma viteză funcţie de spaţiu 
ţinând seama de relaţia matematică evidentă: 122 =− xshxch ; relaţiile (n) se 
scriu astfel: 

)tsin(sh
sinx
x

)tsin(ch
sinx

cosg
x
x

⋅αω=
αω

⋅αω=
αω

α
+

0

2
0

2
0

&
       (o) 

rezultă deci legea de mişcare sub forma: 

1
2

0

2

2
0

2
0

=







αω

−







αω

α
+

sinx
x

sinx
cosg

x
x &      (p) 

sau sub forma: 

1
2

2
0

2
0

0 −







αω

α
+αω==

sinx
cosg

x
xsinxx)x(v &      (q) 

2. Viteza cu care punctul material părăseşte tubul se obţine ţinând seama că cele 
două viteze (relalivă şi de transport) sunt perpendiculare (conform relaţiilor b): 

22
tBrBB vvv +=          (r) 

unde:   
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¾ viteza relativă:    1
2

2
0

2
0

0 −







αω

α
+αω==

sinx
cosg

x
xsinxxv B

BrB &   (s) 

¾ viteza de transport:       α⋅ω= sinxv BtB       (t) 

unde : 
α

+
α

=
cos

h
sin

axB         (u) 

 
3. Din a doua şi a treia ecuaţie (f) rezultă reacţiunile N1 şi N2  ale punctului 
material asupra peretelui tubului care sunt egale ca mărime cu reacţiunile Nz şi 
Ny  ce acţionează asupra punctului: 

ααω−α==

αω==

cossinxmsingmNN

sinxmNN

z

y

2
1

2 2 &
      (v) 

Ţinând seama că cele două reacţiuni sunt perpendiculare, reacţiunea totală 
N asupra tubului este: 

( ) 22222
2

2
1 4 xcosxgsinmNNN &ω+αω−α=+=     (w) 

   
 
PROBLEMĂ PROPUSĂ 

12.6. Se consideră cadrul A’ABB’ din figura 12.6  format dintr-un tub AB 
înclinat cu unghiul α  faţă de axa de rotaţie, situat în plan vertical, care se 
roteşte cu viteza unghiulară  constantă ω. În acelaşi timp, în interiorul tubului 
se deplasează fără frecare un punct material M de masă m, pornind din punctul 
O cu viteza iniţială v0. Se mai cunosc lungimile: AA’ =a;  A’B’=h.   

 
Se cere: 

1. să se deducă ecuaţiile mişcării relative 
a punctului în interiorul tubului 
2. să se determine forţa pe care o exercită 
punctul material de masă m asupra 
peretelui tubului. 
3. să se determine poziţia de repaus 
relativ şi forţa pe care o exercită punctul 
material de masă m asupra peretelui 
tubului în acestă poziţie  

 

A 

M α 

B 

z1 

OC 

a 

h 

Fig. 12.6 

ω 
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CAPITOLUL XIII 
DINAMICA RIGIDULUI ŞI A  

SISTEMELOR DE RIGIDE 
 
 PROBLEME REZOLVATE 
13.1. Se consideră volantul din figura alăturată care se roteşte cu turaţia 
[ ]min/rotn0  în jurul unei axe perpendiculare pe planul său (xOy), ce trece prin 

O. Volantul are raza  R,  greutatea G  şi momentul de inerţie în raport cu axa de 
rotaţie (Oz) J0 . Se frânează volantul cu ajutorul a doi saboţi apăsaţi fiecare cu 
forţa radială P (fig. 13.1). Coeficientul de frecare, de alunecare dintre volant  şi 
saboţi este µ . Se cere să se calculeze numărul de ture complete N1 pe care-l 
efectuează volantul până la oprire. 
 
 Rezolvare 

Se izolează volantul, se figurează toate forţele care acţionează (forţele 
efectiv aplicate şi de legătură) şi se aplică teorema momentului cinetic faţă de 
axa de rotaţie Oz: 

 ( )i

n

i
oz FMJ ∑

=

=ϕ
1

0 &&     (a) 

care, în cazul de faţă se transcrie astfel: 

 
)ttancons(

J
RP

RPJ

=
⋅µ

−=ϕ

⇔⋅µ−=ϕ

0

0

2
2

&&

&&

  (b) 

Integrând succesiv de două ori avem: 

 21
2

0
1

0

2 CtCt
J
PR,Ct

J
PR

++
µ

−=ϕ+
µ

−=ϕ&  

Constantele de integrare C1 şi C2 se  
determină din condiţiile iniţiale: 

 
( )

( ) 





=

π
=

⇒






π
=ω=ϕ

=ϕ
=

0
30

30
0

00
0

2

0
1

0
0 C

nC
nt

&
 (c) 

 
Se obţin legile de mişcare pentru viteza unghiulară ω şi unghiul de rotaţie  ϕ: 

  
tnt

J
PR

nt
J
PR

30

30
2

02

0

0

0

π
+

µ
−=ϕ

π
+

µ
−=ω

       (d) 

Pentru oprire se pune condiţia ω=0 şi se calculează timpul t1 necesar până 
la oprire din relaţia (d): 

Fig. 13.1.a 

J0 

R 
O 

G 

V 
H 

T

P

T

P

Fig. 13.1. 

J0 

R 
O 

G 
n0 

PP
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  0
0

1
0

1
0 6030

20 J
PR

ntnt
J
PR

µ
π

=⇒
π

+
µ

−=  

Până la oprire volantul se roteşte cu unghiul 

  
PR
Jntnt

J
PR

µ
π

=
π

+
µ

−=ϕ
360030

0
2
0

2

1
02

1
0

1        (e) 

Numărul de ture până la oprire va fi deci partea întreagă a valorii: 

  
PR

JnN
µ

π
=

π
ϕ

=
72002

001
1        (f) 

Observaţie:  În cazul volantului sub forma unui disc omogen se poate 

înlocui momentul de inerţie cu: .R
g

GRMJ 2
2

0 22
=

⋅
=  

 
13.2. Se consideră un disc omogen de rază R şi greutate G având înfăşurat pe 
circumferinţa sa un fir fixat în punctul A (fig. 13.2). Discul este lăsat să cadă 
liber pe verticală plecând din repaus .  
Se cer legea de mişcare şi tensiunea din fir. 
 Rezolvare 

Se aplică teorema de variaţie a energiei cinetice  
pentru intervalul de timp (t0, t1):  
 E1 - E0 = L0-1     (a) 
unde: E0 = 0, deoarece v0 = 0     şi 

 
2

1

2

22
222

1

4
3

22
1

2
1

2
1

2
1

c

cczc

v
g
GE

R
vR

g
Gv

g
GJMvE

=

⋅+=ω+=
 

Lucrul mecanic efectuat asupra discului pentru  
acelaşi interval de timp este L0-1 = Gh,      
h fiind deplasarea greutăţii G aplicată în centrul discului 
 Diferenţiind relaţiile anterioare avem: 

  

ccc

c

cc

av,vhunde

dtGvdL

dtav
g
GdE

==

=

=

&&&

2
3

   (b) 

Din teorema energiei scrisă sub forma diferenţială  
dE = dL se obţine aceleraţia centrului discului: 

  gac 3
2

=      (c) 

Aplicând teorema impulsului în proiecţii pe verticală:   

 Ya
g
GsauYMa cc ==        (d) 

Fig. 13.2.a 

S
J0 

R 

vC 

C 

G ω

I

Fig. 13.2 

J0 

R 
C 

G 

A 
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unde :  Y reprezintă suma proiecţiilor pe verticală (pe axa Cy) a tuturor forţelor 
Prin urmare din (d)  putem deduce tensiunea din fir S: 

 
3
GSSGa

g
G

c =⇒−=         (e) 

Observaţie:  Aceleaşi rezultate se obţin dacă se foloseşte teorema 
momentului cinetic scrisă succesiv, faţă de centrul instantaneu de rotaţie I 
şi faţă de centrul discului C avem: 

 
( )

( ) RSR
g
GFMJ

RGR
g
GFMJ

i
i

CzCz

i

n

i
IzIz

⋅=ϕ⇒=ϕ

⋅=ϕ⇒=ϕ

∑

∑
=

&&&&

&&&&

2

2
3

2

2

1
 

 Ţinând seama că  
R
ac=ε=ϕ&&  se obţin relaţiile (c) şi (e). 

 
13.3. Se consideră bara OA de lungime 2a şi greutate G articulată în O  din fig. 
13.3,  care se află la momentul iniţial în repaus în poziţie orizontală, de unde i 
se dă drumul fără viteză iniţială. Articulaţia O este fără frecare. Se cere să se 
determine  viteza unghiulară şi unghiul α  format de reacţiunea  totală din O 
Rleg   şi  axa  longitudinală a barei. 

 Rezolvare 
Metoda I . Se ale un sistem de axe fix cu 
axa O1z1 să coincidă cu axa de rotaţia a 
barei şi acelaşi sens cu viteza unghiulară 
ω  şi un sistem de axe mobil cu axa Ox să 
coincidă cu axa longitudinală a barei iar 
Oz să coincidă cu axa O1z1 (fig13.3.a). 
Viteza unghiulară rezultă din teortema 
momentului cinetic scrisă sub forma: 

ϕ==

=ϕ=ε

cosGaMiar,
g
GaJ

:unde
MJ:sauMJ

zz

zzzz

3
4 2

&&

  (a) 

Deci teorema momentului cinetic devine:
     

ϕ=ϕ⇒ϕ=ϕ cos
a
gcosGa

g
Ga

4
3

3
4 2

&&&&  (b) 

  

O≡O1 

Fig. 13.3 

y1 

x1ϕ

A 
G 

x 

y 

A0 

C 

O≡O1 

Fig. 13.3.a 

y1 

x1ϕ 

A 
G 

x 

y 

A0 

C 

α 
Yleg 

Xleg 

Rleg 
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Dacă se multiplică ecuaţia (b) cu : dtd ϕ=ϕ &  şi se integrează se obţine:  

Csin
a
gdcos

a
gdt +ϕ=

ϕ
⇒ϕ⋅ϕ=ϕϕ

4
3

24
3 2&

&&&     (c) 

 Constanta de integrare C se determină din condiţiile iniţiale 00 =ϕ⇒=ϕ &  

care conduce la C=0. Deci viteza unghiulară este: 

ϕ=ϕ=ω sin
a
g

2
3

&         (d) 

Metoda a II-a. Se poate determina viteza unghilară folosind teorema de 
variaţie a energiei cinetice sub forma:  E1-E0=L0-1      (e) 
unde  E0=0 este energia cinetică la momentul iniţial,  

iar 2
01 2

1
ω= JE , este energia cinetică la un moment oarecare t.  

g
GaJ

3
4 2

0 =  este momentul de inerţie mecanic al barei faţă de axa de 

rotaţie ce trece prin O; 
ϕ=− sinGaL 10 , este lucrul mecanic al forţei de greutate a barei. 

 Înlocuind aceste valori se obţine acelaşi rezultat (d):   ϕ=ω sin
a
g

2
3   

Pentru poziţia verticală a barei se obţine viteza unghiulară (maximă): 

a
g

2
3

=ω          (f) 

2. Pentru determinarea reacţiunii legR  se foloseşte teorema impulsului 
scrisă sub forma teoremei mişcării centrului de masă C, adică: 

lega RRM +=ρ1
&&         (g) 

care proiectată pe axele sistemului fix O1x1y1 se obţine: 

  










−=η

=ξ
⇒





−=η

=ξ

GY
g
G

X
g
G

GYM
XM

leg

leg

leg

leg

1

1

1

1

&&

&&

&&

&&
     (h) 

 Unde 11 ηξ si  sunt coordonatele punctului C.  Acestea şi derivatele 
corespunzătoare se scriu astfel: 





ϕϕ−ϕϕ=η

ϕϕ−ϕϕ−=ξ
⇒





ϕϕ=η
ϕϕ−=ξ

⇒




ϕ=η
ϕ=ξ

sinacosa
cosasina

cosa
sina

sina
cosa

2
1

2
1

1

1

1

1

&&&&&

&&&&&

&&

&&

    (i) 
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 Ţinând seama de relaţia (b) a lui ϕ&&   şi (d) a vitezei unghiulare ϕ& , ultimele 
relaţii (i) devin: 










ϕ−=η

ϕ=ξ

)sin(g

sing

2
1

1

31
4
3

2
8
9

&&

&&

       (j) 

astfel încât relaţiile (h) devin: 














 ϕ−+=

ϕ=

)sin(GY

sinGX

leg

leg

231
4
31

2
8
9

      (j) 

Se obţine în final unghiul α căutat (fig.13.3.a): 

ϕ

ϕ−+
=α

2
8
9

31
4
31 2

sin

)sin(
tg        (k) 

Pentru două poziţii particulare ale barei date de ϕ=0 şi ϕ=900 se obţine: 
 







=

=
⇒

π
=ϕ







=

=
⇒=ϕ

2
5
0

2
4

0
0 GY

X
;GY

X

leg

leg

leg

leg

   (l) 

 
13.4. Se consideră bara AB de lungime 2l  şi greutate G din fig. 13.4.a,  care se  
deplasează fără frecare sprijinindu-se cu extremităţile ei pe un perete vertical şi 
pe o suprafaţă orizontală. Bara se află la momentul iniţial în repaus făcând cu 
direcţia verticală unghiul θ0  de unde i se dă drumul fără viteză iniţială.  
Se cere să se determine  legea de mişcare şi forţele de legătură cu cele două 
suprafeţe. 

 Rezolvare 
Metoda I . Pentru determinarea mişcării şi 
a forţelor de legătură se alege sistemul de 
referinţă fix O1x1y1 în planul vertical al 
mişcării (fig 13.4.b) şi se aplică teoremele 
impulsului şi momentului cinetic faţă de 
centrul maselor ),(C 11 ηξ : 

CC MKsiRM ==ρ &&&
1   (a) 

unde ( )
θ=θ= &&l&&&

12
2 2

g
GJK CzC   (b) 

Fig. 13.4.a 
A 

G 

C

B 

θ0 
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 În proiecţii pe axele sistemului  de coordonate aceste relaţii se scriu: 










−=η

=ξ

GN
g
G

N
g
G

A

B

1

1

&&

&&

   (c)   respectiv:  θ−θ=θ cosNsinN
g

G
BA ll&&l

3

2

  (d) 

 Coordonatele centrului de masă şi derivatele corespunzătoare se scriu 
astfel: 





θθ−θθ−=η

θθ−θθ=ξ
⇒





θθ−=η

θθ=ξ
⇒





θ=η
θ=ξ

cossin
sincos

sin
cos

cos
sin

2
1

2
1

1

1

1

1

&l&&l&&

&l&&l&&

&l&

&l&

l

l
 (e) 

Introducând aceste rezultate în relaţiile (c) se obţine: 

( )

( )









+−=θθ+θθ−

=θθ−θθ

A

B

NGcossin
g
G

Nsincos
g
G

2

2

&&&l

&&&l

      (f) 

Introducând aceste rezultate în relaţiile (d) se obţine ecuaţia diferenţială a 

mişcării: θ=θ sing
l

&&
4
3          (g) 

Dacă se multiplică ecuaţia (g) cu : dtd θ=θ &  şi se integrează se obţine:  

Ccosgdsingdt +θ−=
θ

⇒θ⋅θ=θθ
l

&

l
&&&

4
3

24
3 2

    (h) 

 Constanta de integrare C se determină din condiţiile iniţiale: 

 00 0 =θθ=θ⇒= &sit  , care conduce la 04
3

θ= cosgC
l

.  (i) 

Deci legea de mişcare este: 

( )θ−θ=θ coscosg
0

2

2
3
l

&        (j) 

 Forţele de legătură NA şi NB se obţin înlocuind în relaţiile (f)  2θθ &&& si  
obţinute în relaţiile (g) şi (j): 

y1 

x1

Fig. 13.4.b 
A 

G 

C

B 

θ 

O1 

NA

NB 
y1

x1

Fig. 13.4.c 
A0 

G

C

B0

θ

O1

I B

θ

ωC 
G

h0 h 

A
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( )

( )















 θθ−θ−θθ−=







 θθ−θ−θθ=

coscoscossinsinGN

sincoscoscossinGN

A

B

0

0

2
3

4
31

2
3

4
3

    (k) 

  
Metoda a II-a. Se poate determina viteza unghilară folosind teorema de 

variaţie a energiei cinetice sub forma:  E1-E0=L0-1      (l) 
unde  E0=0 este energia cinetică la momentul iniţial,  

iar 22
1 2

1
2
1

ω+= czC Jv
g
GE , este energia cinetică la un moment oarecare t1.  

( )
g

G
g
GJCz 312

2 22
ll

==  este momentul de inerţie mecanic al barei faţă de axa 

de rotaţie ce trece prin C; 

Deci:   2
2

1 3
2

ω=
g

GE l         (m) 

)cos(cosG)hh(GL θ−θ=−=− 0010 l , este lucrul mecanic al forţei de 
greutate a barei.   Înlocuind aceste valori se obţine acelaşi rezultat (j): 

)cos(cosg)cos(cosG
g

G
θ−θ=ω⇒θ−θ=ω 0

2
0

2
2

2
3

3
2

l
l

l    (n) 

Derivând în raport cu timpul relaţia (n) se obţine (g): 

θ=ω=θ⇒θθ=ωω singsing
l

&&&&
l

&
4
3

2
32      (o) 

 
13.5. Se consideră sistemul format dintr-un corp de greutate G1 şi un disc 
omogen de rază R şi greutate G2 având înfăşurat pe circumferinţa sa un fir de 
care este fixat primul corp (fig. 13.5). Corpul este lăsat liber plecând din 
repaus.  Se cere  legea de mişcare şi tensiunea din fir. 
  

Rezolvare 
Se aplică teorema de variaţie a energiei 

cinetice sub forma diferenţială:  
 dE =dL      (a) 

unde: 

g
RGJ,

R
vunde

Jv
g

GEEE

2

2
1

2
1

2
22

2
2

1
2

2
22

2
1

1
21

==ω

ω+=+=

  

Rezultă:  ( )21

2
1 2

4
GG

g
vE +=   (b) Fig. 13.5 

ω2 

R 
O2 

G2 

G1

h1 
v1 
a1 

v2=v1 
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 Diferenţiind relaţia (b) rezultă: ( ) dtavGG
g

dE 11212
2
1

+=    (b’) 

dtvGdLhGLLL 111121 0 =⇒+=+=     (c) 
 Înlocuind în relaţia (a) rezultă acceleraţia sistemului: 

  g
GG

Ga
21

1
1 2

2
+

=         (d) 

 Integrând succesiv de două ori relaţia (d) se obţine viteza şi deplasarea 
corpului 1: 

21
2

21

1
11

21

1
1 22

2 CtCgt
GG

GhsiCgt
GG

Gv ++
+

=+
+

=   (e) 

 Constantele de integrare C1 şi C2 se obţin din condiţiile iniţiale: 
   t=0 ⇒ v1=0,   h1=0,   rezultă aşadar:   C1=C2=0.  

Deci relaţiile (e)  se scriu: 

  2

21

1
11

21

1
1 22

2 gt
GG

Ghsigt
GG

Gv
+

=
+

=     (f) 

Viteza şi deplasarea corpului 2 se obţin ţinând seama de relaţia (b): 
2

221

1
21

221

1

2

1
2 22

2 t
R
g

GG
Gsit

R
g

GG
G

R
v

+
=ϕ

+
==ω    (g) 

2) Pentru calculul tensiunii din fir S se separă cele două corpuri  
şi se scrie teorema impulsului pentru corpul 1(fig. 13.5.a): 

∑ += lega FFaM 11     (g) 

care în proiecţie pe direcţia mişcării se scrie: 

21

211
111

1

2
1

GG
GG

g
aGSSGa

g
G

+
=








−=⇒−=   (h) 

 
13.6. Se consideră sistemul format dintr-un troliu de raze R  şi r,  de greutate G3 
pe circumferinţele troliului fiind înfăşurate două fire inextensibile de care sunt 
prinse două greutăţi G1 şi G2 (fig. 13.6). Se neglijează frecările. Sistemul este 
lăsat liber plecând din repaus .  Se cere legea de mişcare a sistemului şi 
tensiunile din cele două fire. 
  

Rezolvare 
Firele fiind inextensibile 0=intdL , astfel încât 

pentru determinarea mişcării se aplică teorema de 
variaţie a energiei cinetice sub forma diferenţială:
  dE =dL      (a) 
Se face o analiză cinematică a mişcării celor două 
corpuri ale sistemului (2 şi 3) în funcţie de 
mişcarea corpului 1, conform tabelului de mai jos. 

Fig. 13.5.a

G1 

a1

S 

v3=v1 

Fig. 13.6.a 
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G3 

G1 h1 
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Corpul şi  
tipul mişcării  

Deplasarea  Viteza  Acceleraţia Deplasarea 
virtuală 

1  
Translaţie 

h1 v1 a1 δh1 

2 
Translaţie R

rhh 1
2 =  

R
rvv 1

2 =  
R

raa 1
2 =  

R
hrh 1

2

δ
=δ  

3 
Rotaţie R

h1
3 =ϕ  

R
v1

3 =ω  
R
a1

3 =ε  
R
h1

3

δ
=δϕ  

 Energia cinetică totală a sistemului fiind: 
2
33

2
2

22
1

1
321 2

1
2
1

2
1

ω++=++= Jv
g

Gv
g

GEEEE      (a) 

Dacă presupunem că discul 3 este omogen de rază R şi masă G3/g atunci 

momentul de inerţie se scrie: 
g
RGJ

2

2
3

3 = .  

Deci energia cinetică a sistemului se scrie: 








 ++= 322

2

1

2
1 22

4
GG

R
rG

g
vE        (b) 

Diferenţiind relaţia (b) rezultă: dtavGG
R
rG

g
dE 11322

2

1

22
2
1








 ++=   (b’) 

1213311321 0 hG
R
rGhGhGLLLL 






 −=−+=++=   (c) 

Diferenţiind relaţia (b) rezultă: dtvG
R
rGdL 121 






 −=     (c’) 

Înlocuind în expresia teoremei energiei cinetice dE=dL, rezultă 
acceleraţia sistemului: 

  g
GG

R
rG

G
R
rG

a







 ++







 −

=

2
3

22

2

1

21

1       (d) 

 Integrând succesiv de două ori relaţia (d) se obţine viteza şi respectiv 
deplasarea corpului 1:   21

2
11111 CtCtahsiCtav ++=+=    (e) 

 Constantele de integrare C1 şi C2 se obţin din condiţiile iniţiale:  
t=0 ⇒ v1=0,   h1=0, rezultă aşadar:   C1=C2=0.  

Vitezele şi deplasările corpurilor 2 şi 3 se obţin ţinând seama de relaţiile 
din tabelul de mai sus. 
 
2) Pentru calculul tensiunii S din fir se separă cele trei corpuri  
şi se scrie:  
¾ teorema impulsului pentru corpul 1  (fig. 13.6.a): 

∑ += lega FFaM 11     (f) 
Fig. 13.6.a

G1 

a1

S1 

1 
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care în proiecţie pe direcţia mişcării se scrie: 









−=⇒−=

g
aGSSGa

g
G 1

11111
1 1   (g) 

¾ teorema impulsului pentru corpul 2  (fig. 13.6.b): 
( )∑ += lega FFaM 22    (h) 

care în proiecţie pe direcţia mişcării se scrie: 









+=⇒+−=

R
r

g
aGSSGa

R
r

g
G 1

22221
2 1  (i) 

¾ teorema impulsului pentru corpul 3  (fig. 13.6.c): 
( )∑ += lega FFaM 33    (h) 

care în proiecţie pe cele două direcţii se scrie: 

3
1

2
1

13

21332133

3

11

0
0

G
R
r

g
aG

g
aGV

SSGVSSGV
H

+







++








−=

++=⇒−−−=
=

 (i) 

¾ teorema momentului cinetic pentru corpul 3: 
( )

rSRS
R
a

g
RG

MMJ lega

21
123

33

2
−=

+=ε ∑
    (j) 

Observaţie: 
Relaţia (j) este o relaţia de verificare, întrucât în aceasta toate mărimile 

sunt cunoscute. Dacă nu se aplică teorema energiei cinetice atunci relaţiile 
obţinute prin separarea corpurilor şi aplicarea teoremelor impulsului şi 
momentului cinetic sunt suficiente pentru determinarea mişcării şi a forţelor de 
legătură ale sistemului. 

 

13.7. Se consideră sistemul de corpuri din fig. 13.7, în care mărimile R, G, α, 
sunt cunoscute. Corpul (1) coboară pe planul înclinat ( se neglijează frecarea 
de alunecare) având parametrii cinematicii: h1, v1, a1; corpul (2)  se consideră 
omogen de rază R2 şi este antrenat prin intermediul firului într-o mişcare de 
rotaţie (fără frecare în lagărul O2), iar corpul (3) se deplazează în sus având o 
mişcare plan-paralelă.  

Se cere: 
1) Să se determine mişcarea sistemului cu ajutorul teoremei energiei cinetice 

(parametrii  h1, v1, a1);         
2) Să se determine forţele de legătură, prin aplicarea teoremelor impulsului şi a 

momentului cinetic. 

Fig. 13.6.b 

G2 

a2 
S2 

2 

Fig. 13.6.c 

ε3 

O3 

G3 

S2

3

S1

H3 

V3 
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  Rezolvare 
1) Pentru rezolvarea problemei se 
face mai întâi o analiză cinematică 
a mişcării, adică găsirea relaţiilor 
de lanţ cinematic, ceea ce înseamnă 
exprimarea parametriilor cinematici 
ai corpurilor (2) şi (3) în funcţie de 
parametrii cinematici ai corpului 
(1). Se scriu relaţiile de lanţ 
cinematic pentru viteze, iar pentru 
deplasări şi acceleraţii se ţine 
seama de relaţiile diferenţiale dintre 
ele (fig. 13.7.a)  Astfel: 

      Pentru corpul 1 şi 2: 

     










=

=ω
⇒==ω⇒==ω

=

2

2
2 1

2

1
2

22
2

2

2

2

2
2

21

v'v

R
v

R
'v

R
v

r
'v

R
v

vv

 (a)

      Pentru corpul 3: 

     










=ω

=
⇒==ω⇒==ω

==

R
v

vv

R
v

R
v

R
v

R
'v

v'v'v

8

4
282

2

1
3

1
3

31
3

3

3

3

3
3

1
23

(b) 

 
 Rezultatele analizei cinematice se trec în tabelul următor: 

Corpul şi  
tipul mişcării  

Deplasarea  Viteza  Acceleraţia Deplasarea 
virtuală 

(1)  
Translaţie 

h1 v1 a1 δh1 

(2)  
Rotaţie R

h
2

1
2 =ϕ  

R
v
2

1
2 =ω  

R
a
2

1
2 =ε  R

h
2

1
2

δ
=δϕ  

(3) 
Plan-paralelă 

R
h

hh

8

4
1

3

1
3

=ϕ

=
 

R
v

vv

8

4
1

3

1
3

=ω

=
 

R
a

aa

8

4
1

3

1
3

=ε

=
 

R
h

hh

8

4
1

2

1
3

δ
=δϕ

δ
=δ

 

Aplicând teorema de variaţie a energiei cinetice pentru întregul sistem de 
corpuri, sub forma 

G2=8G 
r2 = R 
R2=2R

2 

C3

o2 

α 

3 
G3=16G 
R3=2R 

h1,v1,a1 

G1=32G 1 

Fig. 13.7 

C3 

v1=v2 

Fig. 13.7.a 

I3 

O2 

v’2 v’2 

v’2=v’3 
v3 

v2
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   dE = dL          (c) 
unde energia cinetică totală E este suma energiilor cinetice ale celor trei corpuri:  

E = E1 + E2 + E3         
2
1

2
1

2
111 16

2
1

2
1 v

g
Gv

g
GvME ===   

Presupunând că cele două roţi sunt omogene, putem scrie:   

2
1

2
12

2
12

33
2
333

2
1

2
122

2

2
222

222

4
3

64
4

2
16

2
1

16
16

2
1

2
1

2
1

2
4

4
2
8

2
1

22
1

2
1

v
g
G

R
v

R
g
Gv

g
GJvME

v
g
G

R
v

R
g
GRM

JE

=+=ω+=

==ω=ω=
 (d) 

Prin urmare: dtva
g
GdEv

g
GE 11

2
1 2

75
4
75

=⇒=     (e) 

 Lucrul mecanic total al forţelor sistemului, conform fig. 13.7.b, este: 
 L = L1 +L2 +L3  
unde:  ( ) ( ) 133321111 4032 GhhGL;L;hsinGhsinGL −=−==α=α=  

 Prin urmare: 
( )

( ) dtvsinGdL
hsinGL

1

1

184
184
−α=⇒

−α=
  (f) 

 Înlocuind în teorema energiei 
cinetice (c) expresiile lui dE şi dL se 
obţine acceleraţia corpului (1):

 ( )gsina
75

188
1

−α
=   (g)

 Prin integrare succesivă se obţine 
viteza v1 şi respectiv deplasarea h1.  

2) Calculul reacţiunilor 
Se separă corpurile şi se înlocuiesc legăturile cu forţe de legătură, fiecare 

corp fiind acţionat de forţele efective aplicate şi de forţe de legătură (reacţiuni) 
şi se scriu teoremele generale (teorema impulsului şi a momentului cinetic) 
a. Pentru corpul (1)(fig. 13.7.c)  
teorema impulsului se scrie astfel: 








+α−=

−α=
⇒=

11

111
1

111

0 NcosG

SsinGa
g

G
RaM    (i) 

se obţine:   

( ) α=+α= cosGN;sinGS 32811
75

32
11      (j) 

C3

O2 

α 

Fig. 13.7.b 

G1 

N1 

G3

G2 

H2 
V2 

h3 

h3 

Fig. 13.7.c 

α 

a1 

N1

G1 

S1 

α
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b. Pentru corpul (2) se scriu atât  teorema  
impulsului cât şi teorema momentului cinetic  
în raport cu centrul maselor O2 (fig. 13.7.d): 

( ) RSRS
R

aR
g
GMJ

SGsinSV
cosSH

RaM

ZO ⋅−⋅=⋅⋅⇒=ε





−−α−=
α−=

⇒=

∑ 21
1

2

22

2212

12
222

2
22

28

0
0

2

  (k) 

( )

221212

2 93
75

64

SGsinSV;cosSH

;sinGS

++α=α=

+α=⇒
              (l) 

c. Pentru corpul (3), se se scriu atât  teorema  
impulsului cât şi teorema momentului cinetic  
în raport cu centrul maselor C3 (fig. 13.7.e): 

( ) RSS
R

aR
g
GMJ

GSSa
g

GRaM

ZC 2
82

416
32

1
2

33

3323
3

333

3
⋅−=⋅⋅⇒=ε





−+=⇒=

∑
  (m) 

Din prima ecuaţie (m)    ⇒ ( )374
75

16
3 +α= sinGS        (n) 

Observaţii: a. Ultima ecuaţie din cele două ecuaţii  (m) este pentru verificare. 
b. Această problemă este rezolvată şi în capitolul XIV folosind 
principiile mecanicii analitice (problema 14.1.6). 
 

13.8. Se consideră sistemul din figură unde mărimile R, G, α, sunt cunoscute. 
Roata (3) de rază R3 coboară pe planul înclinat, rostogolindu-se fără alunecare 
(s≠0),  roata (2) de rază R2 se este antrenată prin intermediul unui fir într-o 
mişcare de rotaţie (fără frecare în lagărul O2), iar corpul (1) se deplazează în 
sus având parametrii cinematicii h1, v1, a1 (fig. 13.8). Presupunem că roţile 2 şi 
3 sunt omogene . Se cere: 
1. Să se determine mişcarea sistemului cu ajutorul teoremei energiei cinetice 

(parametrii  h1, v1, a1);         
2. Să se determine forţele de legătură, prin aplicarea teoremelor generale 

Rezolvare 
1. Pentru rezolvarea problemei este necesară analiza cinematică a mişcării, 

adică exprimarea parametriilor cinematici ai corpurilor (2) şi (3) în funcţie de 
parametrii cinematici ai corpului (1). Se scriu relaţiile de lanţ cinematic 
pentru viteze, iar pentru deplasări şi acceleraţii se ţine seama de relaţiile 
diferenţiale dintre ele (fig. 13.8.a) 

O2 

Fig. 13.7.d 

V2 

S2 

H2 S1

ε2 

α 
G2 

C3 

S3 

Fig. 13.7.e 

G3 

S2 

I3 

ε3 

a3 
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Pentru corpul 1 şi 2: 

  






=

=ω
⇒==ω⇒=

′
=ω=′

12

1
221

2
2

2

2

2
212

22 vv
R
v

R
v

R
v

R
v

r
v;vv    (a) 

Pentru corpul 3:    







=ω

=
⇒=

′
=ω⇒==ω==

R
v

vv

R
v

R
v

R
v

R
'v;vv'v

2
242

2
1

3

13
33

3
3

3

3

3
3123  (b)      

Rezultatele analizei cinematice se trec în   tabelul următor: 
  

Corpul şi  
tipul mişcării  

Deplasarea  Viteza  Acceleraţia Deplasarea 
virtuală 

(1)  
Translaţie 

h1 v1 a1 δh1 

(2)  
Rotaţie R

h1
2 =ϕ  

R
v1

2 =ω  
R
a1

2 =ε  R
h1

2

δ
=δϕ  

(3)  
Plan-paralelă 

R
h

hh

2
1

3

13

=ϕ

=
 

R
v

vv

2
1

3

13

=ω

=
 

R
a
aa

2
1

3

13

=ε

=
 

R
h
hh

2
1

3

13

δ
=δϕ

δ=δ
 

 
Aplicând teorema de variaţie a energiei cinetice pentru întregul sistem de 

corpuri, sub forma:  dE = dL      (c) 
unde energia cinetică totală E este suma energiilor cinetice ale celor trei 

corpuri:   E = E1 + E2 + E3 

unde:  2
1

2
1

2
111

24
2
1

2
1 v

g
Gv

g
GvME ===      

G2=4G 
r2 = R 
R2=2R 

2 

C3 

O2 

α 
1 

G3=16G 
R3=2R 

h1 
v1 
a1 

G1=4G 

3 

Fig. 13.8 Fig. 13.8.a 

v1

v'2 
v'2 

v2

v'3

v3 I 
ω3

ω2 

v2
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2
12

2
122

1
2
33

2
333

2
12

2
122

2

2
222

222

12
4

4
2

16
2
116

2
1

2
1

2
1

44
2
4

2
1

22
1

2
1

v
g
G

R
vR

g
Gv

g
GJvME

v
g
G

R
vR

g
GRMJE

=⋅+⋅=ω+=

=⋅=ω=ω=
  (d) 

Prin urmare: dtva
g
GdEv

g
GE 11

2
1 3618 =⇒=     (e) 

Lucrul mecanic total al forţelor sistemului, conform fig. 13.8.b, este: 
L = L1 +L2 +L3  

unde:   

33

13

33333

2

1111

816

0
4

sNM:unde

hcos
R
ssinGL

MhsinGL
L

GhhGL

r

r

=







 α−α=

ϕ−⋅α=
=

−=−=

 

Prin urmare: 

dtvcos
R
ssinGdL

hcos
R
ssinGL

1

1

1244

1244







 −α−α=⇒







 −α−α=

(f) 

Înlocuind în teorema energiei cinetice (3) expresiile lui dE şi dL se obţine 

acceleraţia corpului (1):         gcos
R
ssina 






 −α−α= 124

9
1

1    (g) 

Prin integrare succesivă se obţine viteza v1 şi respectiv deplasarea h1.  
 
2) Calculul reacţiunilor 
Se speră corpurile şi se înlocuiesc legăturile cu forţe de legătură, fiecare 

corp fiind acţionat atât de forţe efective aplicate (active) cât şi de forţe de 
legătură (reacţiuni); se scriu teorema impulsului, respectiv teorema momentului 
cinetic, pentru fiecare corp separat: 
a. Pentru corpul (1) se scrie teorema impulsului (fig. 13.8.c): 

 111
1 GSa

g
G

−=     (h) 

Înlocuind valorile se obţine:   

 





 α−α+= cos

R
ssinGS 24

9
8

1   (i) 

C3 

O2 

α 
Fig. 13.8.b 

N3 

G2 

H2

V2 

h1 

G1 

Mr3 

T3 

G3 

ϕ3 

h3 

ϕ2 

Fig. 13.8.c 

a1 

G1 

S1 
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b. Pentru corpul (2) se scrie atât teorema impulsului  
cât şi teorema momentului cinetic faţă de centrul  
maselor O2 (fig. 13.8.d): 

 








⋅−⋅=ε
−−α−=

α−=

RSRSJ
SGsinSV

cosSH

1222

1222

22

2
0
0

  (j) 

Făcând înlocuirile şi calculele se obţine: 

 

122222

2 12
3

4

SGsinSV;cosSH

cos
R
ssinGS

++α=α=







 +α−α=

 (k) 

 
c. Pentru corpul (3) se scrie atât teorema impulsului cât şi teorema momentului 
cinetic faţă de centrul maselor C3(fig. 13.8.e): 

 














−⋅+⋅−=ε

α−=

α+−−=

33233

33

3323
3

22
0

rMRTRSJ
cosGN

sinGTSa
g

G

 (k) 

 33 sNM r =      (l) 
Făcând înlocuirile şi calculele se obţine: 

 







 +α+α=

α⋅⋅=
α=

11114
9

4
16

16

3

3

3

cos
R
ssinGT

cossGM
cosGN

r  (m) 

Ultima ecuaţie din cele trei ecuaţii  (k) este pentru verificare. 
Observaţii: 

¾ Această problemă este rezolvată şi în capitolul XIV folosind principiile 
mecanicii analitice (problema 14.1.7). 

¾ Dacă se pune condiţia de rostogolire fără alunecare a roţii 3: 33 NT µ≤ , 
rezultă valoarea minimă a coeficientului de frecare pentru acest caz: 







 +α+α

α
==µ≥µ 11114

36
1

3

3

3

3 cos
R
ssin

cosN
T:sau

N
T

min  

 
 
 
 

O2 

Fig. 13.8.d 

V2 

S1 

H2S2

ε2 

α 
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C3 

Fig. 13.8.e 
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PROBLEME PROPUSE 
Se consideră sistemul de corpuri din figurile 13.9...13.13, în care mărimile R, 
G, α, µ, s  sunt cunoscute.  

Se cere: 
1) Să se determine mişcarea sistemului cu ajutorul teoremei de variaţie a 

energiei cinetice (parametrii  h1, v1, a1);  
2) Să se determine forţele de legătură aplicând teoremele impulsului şi 

momentului cinetic pentru fiecare corp din sistem. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

G2=8G
r2 = R 
R2=2R

2 

C3 

O2

α 

G3=80G 
R2=2R 

h1 
v1 
a1 

G1=20G 
1

3 

Fig. 13.9 

µ=0

Disc omogen 

Disc omogen 

G2=16G 
r2 = R 
R2=2R 

C3

O2

α 1

G3=32G
R3=R 

h1 
v1 
a1 

G1=300G

3 

2 

Fig. 13.10 

Disc omogen 

Disc omogen 
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3 

3 

2 

R2

G3=16G 
R3=1,5R 

r2

µ3,  s3 

R3 

Disc omogen 

βα µ1 

Fig. 13.11 

Disc omogen
G2=16G
r2 = R 
R2=2R 

G1=100G

1 

3 

2 

R2

Disc omogen 

r2

α Fig. 13.12 

G1=10G 

G3=20G 
R3=2R 

G2=100G 
r2 = R 
R2=3R 

Disc omogen 

µ,  s 

1 

3 2 

r3 

R2
r2

µ3,  s3 

R3 

Disc omogen Fig. 13.13 

Disc omogen G2=16G
r2 = R 
R2=2R 

G3=6G 
r2 = 2R 
R3=3R 

Disc omogen 

G1=50G 
R2=R 
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CAPITOLUL XIV 
MECANICA ANALITICĂ 

14.1. PRINCIPIUL LUCRULUI MECANIC VIRTUAL  
ŞI PRINCIPIUL LUI D’ALEMBERT 

 
PROBLEME REZOLVATE 

14.1.1.  Se consideră sistemul de bare articulate din fig. 14.1.1, în capătul barei 
AB, acţionând o forţă orizontală P (se neglijează frecarea din articulaţii) 
mărimile G1, G2, P sunt cunoscute. Se dau: AB=2l , OA=l . Se cere să se 
găsească poziţia de echilibru a sistemului, folosind principiul lucrului mecanic 
virtual . 
 

Rezolvare 
Sistemul are două grade de 
libertate, reprezentate prin 
unghiurile α1 şi α2, care 
definesc totodată şi poziţia 
de echilibru a sistemului. 
În acest caz principuiul 
lucrului mecanic virtual (sau 
principiul deplasărilor 
virtuale) se scrie astfel: 

∑ =δ=δ 0ii rFL  

sau în planul xOy al forţelor: 
02211 =δ⋅+δ⋅+δ⋅=δ ByPxGxGL       (a) 

unde deplasările virtuale se scriu: 

21

212

11

2

2

α+α=
α+α=

α=

sinsiny
coscosx

cosx

B ll

ll

l

 ⇒   

2211

22112

111

2

2

δα⋅α+δα⋅α=δ
δα⋅α−δα⋅α−=δ

δα⋅α−=δ

coscosy
sinsinx

sinx

B ll

ll

l

 (b) 

 Înlocuind în relaţia (a) şi grupând corespunzător termenii se obţine: 

( ) 2222

111211

22
2

δαα+α−+

+δα





 α+α−α−=δ

cosPsinG

cosPsinGsinGL

ll

ll
l

    (c) 

 Întrucât deplasările virtuale δα1 şi δα2 sunt foarte mici, dar nenule, rezultă 
că relaţia (c) este valabilă numai dacă : 

C1(x1,y1) 

C2(x2,y2) 

P
G2

G1 

O 

α1 

α2 

Fig. 14.1.1

B(xB,yB)

x 

y

A(xA,yA) 
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





=α+α−

=α+α−α−

022

0
2

222

11211

cosPsinG

cosPsinGsinG

ll

ll
l

     (d) 

Rezolvând acest sistem se obţine poziţia de echilibru cerută: 

2
2

21
1 2

2
G
Ptg;

GG
Ptg =α
+

=α       (e) 

 
14.1.2. Se consideră sistemul de bare articulate din fig. 14.1.2, în capătul barei 
AB, acţionând o forţă orizontală P (se neglijează frecarea din articulaţii) 
mărimile G, Q, α sunt cunoscute. Se dau: OA2= A2A4 =2l ,. Se cere se determine 
mărimea forţei F corespunzătoare poziţiei de echilibru a sistemului din fig. 
14.1.2, folosind principiul lucrului mecanic virtual . 
 
       Rezolvare 

Principiul lucrului mecanic virtual 
sau principiul deplasărilor virtuale în 
acest caz se scrie astfel: 

      
0

0

=δ+δ

=δ=δ

∑

∑

iiii

ii

yYxX
:planinsau

rFL
   (a) 

 Coordonatele punctelor de aplicaţie 
ale forţelor exterioare sunt: Ai(xi, yi), 
i=1,2,3,4, iar relaţia (a) devine: 
      04321 =δ+δ+δ+δ xQxGyFxG  (b) 

Deplasările virtuale se exprimă în funcţie 
de datele problemei astfel: 

 

α=
α=
α=
α=

cosx
cosx
siny

cosx

l

l

l

l

4
3
2

4

3

2

1

  ⇒ 

δα⋅α−=δ
δα⋅α−=δ
δα⋅α=δ
δα⋅α−=δ

sinx
sinx

cosy
sinx

l

l

l

l

4
3

2

4

3

2

1

   (c) 

 Introducând aceste deplasări în ecuaţia (b) se obţine: 
( ) 0432 =δαα−α−α+α− lsinQsinGcosFsinG     (d) 

Întrucât deplasarea virtuală este foarte mică, dar nenulă, rezultă că 
paranteza trebuie să fie nulă, adică:  

( ) α+= tgQGF 2         (e) 

α 

Fig. 14.1.2 

x 

G 

G 

Q 

O 
A1 

A2 

A3 

A4 

y

F 
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14.1.3. Se consideră sistemul de bare articulate, încastrate şi rezemate simplu, 
asupra căruia acţionează: o forţă concentrată F, un cuplu M0 şi o forţă 
distribuită q ca în fig. 14.1.3 (se neglijează frecarea din articulaţii). Se dau: 
AB=2a, BC=4a, CD=3a F=qa, M0=qa2. Se cer reacţiunile: VA, MA, V1 şi V2 
folosind principiul lucrului mecanic virtual. 
 
 
 
 
 
 
 

Rezolvare 
Pentru calculul reacţiunilor se suprimă legătura corespunzătoare, se 

introduce o reacţiune necunoscută, se aplică apoi sistemului o deplasare virtuală 
compatibilă cu celelalte legături şi se exprimă lucrul mecanic al celorlalte forţe 
corespunzător acestei deplasări virtuale, care conform principiului lucrului 
mecanic virtual tebuie să fie nul. 
a. Astfel, pentru calculul reacţiunii MA, se suprimă legătura corespunzătoare 

(încastrarea care împiedică rotirea, înlocuindu-se cu o articulaţie). Se aplică o 
deplasare virtuală δθA compatibilă cu celelalte legături rămase (Fig. 14.1.3.a) 
şi se înlocuieşte efectul forţei distribuite cu dou forţe concentrate 2aq. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Lucrul mecanic virtual corespunzător acestor deplasări este: 
022 210 =δ⋅+δ−δ−δθ⋅−δθ⋅=δ DAAA yFyaqyaqMML    (a) 

Din fig. 14.1.3.a se observă că între deplasările virtuale există relaţiile: 

  
;

a
y

a
y

a
ytg

;
a
y

a
y

a
ytg;

a
ytg

DC

CBB

3
2

3

2
1

211

2

222

δθ≅
δ

=
δ

=
δ

=δθ

δθ≅
δ

=
δ

=
δ

=δθδθ≅
δ

=δθ
  (b) 

Fig. 14.1.3

MO Fq
A B 

C D
a a a 2a2a2a

V1 V2 VA 
MA 

1 2 

Fig.14.1.3. a

MO F 

2aq

A 

B 

C D 

a a a 2a 

MA 
2aq 

a aaa

δθ1 

δy1 δy2 

δyD

δθ2 

δθ3 

δyC

δyB 
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   care introduse în (a) conduc la: ( ) 022 22
0 =δθ⋅⋅+−−−=δ AA aFqaqaMML  

   de unde rezultă:  MA=4a2q        (c) 
b. Pentru calculul reacţiunii VA se suprimă complet legătura corespunzătoare 

(încastrarea) şi se aplică o deplasare virtuală δyA compatibilă cu celelalte 
legături rămase (fig. 14.1.3.b.) luându-se în considerare şi reacţiunea MA (ca 
un cuplu direct aplicat asupra barei). 

 
 
 
 
 
 

Lucrul mecanic virtual corespunzător acestei deplasări este: 

00 =δ⋅+δα⋅−δα⋅=δ AAA yVMML       (d) 

Din fig. 14.1.3.b se observă că între cele două deplasări virtuale există 

relaţia:  δα≅
δ

=δα
a
ytg A ,     deci relaţia (d) devine:     

00 =δ⋅





 +−=δ AA

A yV
a

M
a

ML  de unde rezultă: qaVA 2
3

−=   (e) 

c. Pentru calculul reacţiunii V1, se suprimă legătura corespunzătoare (reazemul 
simplu 1) şi se aplică o deplasare virtuală δy1 compatibilă cu celelalte legături 
rămase (Fig. 14.1.3.c.)  

Lucrul mecanic virtual corespunzător acestei deplasări este: 

022 3211 =δ⋅+δ−δ−δ⋅=δ DyFyaqyaqyVL      (f) 

Din fig. 14.1.3.c se observă că între cele patru deplasări virtuale există 

relaţiile:     δβ≅
δ

=
δ

=
δ

=δβδα≅
δ

=
δ

=
δ

=δα
a
y

a
y

a
ytg;

a
y

a
y

a
ytg CDC

2432
321   

 
 
 
 
 
 
 

Fig.14.1.3. b

MO FqA 

B 

C D
a a a 2a2a2aVA 

MA 

δyA 

δα 

Fig.14.1.3. c

MO F 
2aq

A B
C

D 

a a a 2a 

V1 

2aq 

a a a a 

δy1 
δy2 δy3 

δyD

δα δβ 
δyC



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

 

229

deci relaţia (f) devine: 02
2
32 11 =δ⋅






 +−⋅−=δ yFaqaqVL  

de unde rezultă   qaV 41 =        (g) 

d. Pentru calculul reacţiunii V2 se suprimă legătura corespunzătoare (reazemul 
simplu 2) şi se aplică o deplasare virtuală δy2 compatibilă cu celelalte legături 
rămase (Fig. 14.1.3.d.)  

 
 
 
 
 
 
 

Lucrul mecanic virtual corespunzător acestei deplasări este: 

02 211 =δ⋅−δ⋅+δ⋅−=δ DyFyVyaqL       (h) 

Din fig. 14.1.3.d se observă că între cele trei deplasări virtuale există 

relaţiile: δα≅
δ

=
δ

=
δ

=δα
a
y

a
y

a
ytg D

32
21 , deci relaţia (h) devine: 

0
2
3

2
12 21 =δ⋅






 ⋅−+⋅−=δ yFVqaL   de unde rezultă: qaVA 2

5
=   (i) 

 
 

14.1.4. Se consideră sistemul de bare articulate şi rezemate simplu, asupra 
căruia acţionează trei forţe concentrate  ca în fig. 14.1.4 (se neglijează frecarea 
din articulaţii). Se dau: AC=7a, CE=8a. Se cer reacţiunile: VA, HA, VB şi VD 
folosind principiul lucrului mecanic virtual. 
 
 
 
 
 
 

Fig.14.1.3. d

MO A B C
D 

a a 

2q

a a 

δyD2a δy2 δy1 V2 

2q
F 

δα 

a a 

Fig.14.1.4

E

A B C D 

a 2a 
VB VD 

4a 3a
VA 

HA 

F 2F 3F

3a 2a 

α 
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Rezolvare 
Se suprimă legătura corespunzătoare, se introduce reacţiunea necunoscută 

şi se aplică apoi sistemului o deplasare virtuală compatibilă cu celelalte legături, 
în funcţie de care se exprimă lucrul mecanic al celorlalte forţe (care conform 
principiului lucrului mecanic virtual tebuie să fie nul). 

 
 
 
 
 
 

a. Pentru a determina reacţiunea HA se suprimă legătura corespunzătoare din A 
(din articulaţie devine reazem) şi se aplică sistemului o deplasare virtuală δxA 
compatibilă cu legăturile rămase (fig. 14.1.4.a) Lucrul mecanic al forţelor cu 
deplasarea vitualăδxA  se scrie: 

( )
α−=⇒

=δ⋅α+=δ
cosFH

xcosFHL

A

AA

3
03

      (a) 

 
 
 
 
 
 
 

b. Pentru a determina reacţiunea VA se suprimă complet legătura 
corespunzătoare din A şi se aplică sistemului o deplasare virtuală δyA 
compatibilă cu legăturile rămase (fig. 14.1.4.b) Lucrul mecanic virtual al 
forţelor cu deplasările vituale corespunzătoare  se scrie: 

032 21 =δ⋅α−δ⋅+δ⋅−δ⋅=δ EAA ysinFyFyFyVL    (b) 

Din fig. 14.1.4.b se observă că între cele patru deplasări virtuale există 

relaţiile: δθ≅
δ

=
δ

=
δ

=δθδϕ≅
δ

=
δ

=
δ

=δϕ
a
y

a
y

a
ytg;

a
y

a
y

a
ytg CECA

62343
21 , 

 deci relaţia (b) devine: 

FsinVysinFFFVL AAA 3
340

9
43

3
22

3
1 −α

=⇒=δ⋅





 ⋅α−⋅+⋅−=δ  (c) 

Fig.14.1.4. a 

E A B C DHA 
F 2F

3Fcosα 

δxA 

3Fsinα 

δxA

Fig.14.1.4. b

E 

A 
B C

D 
VA 

F 2F

δyA 

3Fsinα 

3Fcosα

δy1 δy2
δyE

a2a 4a 3a 3a 2a 

HA 
δϕ 

δθ δyC
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c. Pentru a determina reacţiunea VB se suprimă complet legătura 
corespunzătoare din B şi se aplică sistemului o deplasare virtuală δyB 
compatibilă cu legăturile rămase (fig. 14.1.4.c) Lucrul mecanic virtual al 
forţelor cu deplasările vituale corespunzătoare  se scrie: 

032 21 =δ⋅α+δ⋅−δ⋅−δ⋅=δ EBB ysinFyFyFyVL     (d) 
Din fig. 14.4.c se observă că între cele patru deplasări virtuale există relaţiile: 

δθ≅
δ

=
δ

=
δ

=δθδϕ≅
δ

=
δ

=
δ

=δϕ
a
y

a
y

a
ytg;

a
y

a
y

a
ytg CECB

623723
21 ,   

 deci relaţia (d) devine: 

     FsinVysinFFFVL BBB 3
790

9
73

6
72

3
2 α−

=⇒=δ⋅





 ⋅α+⋅−⋅−=δ  (e) 

 
 

 
 
 
 
 
 

d. Pentru a determina reacţiunea VD se suprimă complet legătura 
corespunzătoare din D şi se aplică sistemului o deplasare virtuală δyD 
compatibilă cu legăturile rămase (fig. 14.1.4.d) Lucrul mecanic virtual al 
forţelor cu deplasările vituale corespunzătoare  se scrie: 

032 1 =δ⋅α−δ⋅−δ⋅=δ EDD ysinFyFyVL      (f) 
Din fig. 14.4.d se observă că între cele patru deplasări virtuale există relaţiile: 

;
a
y

a
y

a
ytg ED δϕ≅

δ
=

δ
=

δ
=δϕ

863
1 , deci relaţia (f) devine: 

( )FsinVysinFFVL DDD α+=⇒=δ⋅





 ⋅α−⋅−=δ 410

6
83

6
32    (g) 

Fig.14.1.4. c 
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Fig.14.1.4. 
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14.1.5. Se consideră sistemul format dintr-un troliu de raze R  şi r,  de greutate 
G3 pe circumferinţele troliului fiind înfăşurate două fire inextensibile de care 
sunt prinse două greutăţi G1 şi G2 (fig. 14.1.5). Presupunem că troliul este 
omogen de rază R şi că se neglijează frecările. Sistemul este lăsat liber plecând 
din repaus .  Se cere legea de mişcare a sistemului şi tensiunile din cele două 
fire folosind principiile lucrului mecanic virtual şi al lui D’Alembert.  

Rezolvare 
Acestă problemă a fost rezolvată la capitolul 

anterior folosind teoremele generale ale dinamicii: 
teorema de variaţie a energiei cinetice şi 
teoremele impulsului şi momentului cinetic. 

Aici se vor folosi principiul lucrului mecanic 
virtual pentru determinarea mişcării şi principiul 
lui D’Alembert pentru determinarea tensiunilor 
din fire. 

Se face o analiză cinematică a mişcării celor 
două corpuri ale sistemului (2 şi 3) în funcţie de 
mişcarea corpului 1, conform tabelului de mai jos. 

 
Corpul şi  
tipul mişcării  

Deplasarea  Viteza  Acceleraţia Deplasarea 
virtuală 

(1)  
Translaţie 

h1 v1 a1 δh1 

(2) 
Translaţie R

rhh 1
2 =  

R
rvv 1

2 =  
R

raa 1
2 =  

R
hrh 1

2

δ
=δ  

(3) 
Rotaţie R

h1
3 =ϕ  

R
v1

3 =ω  
R
a1

3 =ε  
R
h1

3

δ
=δϕ  

Principiul lucrului mecanic virtual postulează că lucrul mecanic al tuturor 
forţelor (direct aplicate, de legătură şi de inerţie) pentru toate cele trei corpuri ale 
sistemului, este nul: 0321 =δ+δ+δ=δ LLLL      (a) 
 unde (vezi şi figurile 14.1.5.a,b,c): 

( ) ( ) 33322221111 δϕ⋅−=δδ⋅−−=δδ⋅−=δ III ML;hFGL;hFGL   (b) 

Forţele şi cuplurile de inerţie au modulele (fig. 14.5.b): 

1
3

3

2
3

3331
2

2
2

21
1

1 22
a

g
RG

g
RG

JM;a
R
r

g
Ga

g
GF;a

g
GF III =ε=ε====  (c) 

S-a considerat că discul 3 este omogen de rază R şi masă G3/g atunci 

momentul de inerţie se scrie: 
g
RGJ

2

2
3

3 = .  

Cu aceste precizări relaţia (a) se scrie: 

v3=v1 

Fig. 14.1.5. 

ω3 
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G1 h1 
v1 
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v2 
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( ) ( )

0
2

0

1
1

3
11

2
211

1
1

33222111

=
δ
⋅−δ⋅








−−+δ⋅








−=δ

=δϕ⋅−δ⋅−−+δ⋅−=δ

R
ha

g
RGh

R
ra

R
r

g
GGha

g
GGL

:sauMhFGhFGL III

 

Rezultă : 0
2 11

3
2

2
21

21 =δ⋅







⋅








++−






 −=δ ha

g
G

R
r

g
G

g
GG

R
rGL    (d) 

Se obţine acceleraţia: g
GG

R
rG

G
R
rG

a







 ++







 −

=

2
3

22

2

1

21

1     (e) 

 Pentru determinarea forţelor de legătură prin aplicarea  principiului lui 
d’Alembert se separă fiecare corp şi se introduc atât forţele direct aplicate şi de 
legătură, cât şi forţele/cuplurile de inerţie şi se scriu ecuaţiile de “echilibru 
dinamic”: ( ) ( ) ;MMM;FFF I

lega
I

lega 00 =++=++ ∑∑ (această metodă se 
mai numeşte metoda cinetostatică). 

a. Pentru corpul (1) (fig. 14.1.5.a): 
 { 0111 =++− IFSG     (f) 

unde FI1 are expresia dată de (c). Înlocuind se obţine:   

 







−=

g
aGS 1

11 1      (g) 

b. Pentru corpul (2) (fig. 14.1.5.b): 
 { 0222 =−+− IFSG     (h) 

unde FI2 are expresia dată de (c). Înlocuind se obţine:   

 







+=

g
a

R
rGS 1

22 1      (i) 

c. Pentru corpul  (3) (fig. 14.1.5.c): 

 








=−⋅−⋅
−−−=

=

0
0
0

321

2133

3

IMrSRS
SSGV

H
    (j) 

unde MI2 are expresia dată de (c) 
Făcând înlocuirile şi calculele se obţine: 

3
1

2
1

13 11 G
R
r

g
aG

g
aGV +








++








−=    (k) 

Fig. 14.1.5.a 
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Observaţie: 
Ultima relaţie (j) este o relaţie de verificare, întrucât în aceasta toate 

mărimile sunt cunoscute. Dacă nu se aplică principiul lucrului mecanic virtual, 
atunci relaţiile obţinute prin separarea corpurilor şi aplicarea principiului lui 
D’Alembert sunt suficiente pentru determinarea mişcării şi a forţelor de legătură 
ale sistemului. 

 

14.1.6. Se consideră sistemul de corpuri din figură unde mărimile R, G, α, sunt 
cunoscute. Corpul (1) coboară pe planul înclinat (se neglijează frecarea de 
alunecare), având parametrii cinematicii: h1, v1, a1; corpul (2) este antrenat 
prin intermediul unui fir într-o mişcare de rotaţie (fără frecare în lagărul O2), 
iar corpul (3) se deplazează într-o mişcare plan-paralelă (fig. 14.1.6) Se cere: 
1) Accleleratia  sistemului aplicând principiul lucrului mecanic virtual;  
2) Să se determine forţele de legătură, aplicând principiul lui d’Alembert  

  Rezolvare 
1. Pentru rezolvarea problemei 

este necesară analiza cinematică 
a mişcării, adică exprimarea 
parametriilor cinematici ai 
corpurilor (2) şi (3) în funcţie de 
parametrii cinematici ai corpului 
(1). Se scriu relaţiile de lanţ 
cinematic pentru viteze, iar 
pentru deplasări şi acceleraţii se 
ţine seama de relaţiile 
diferenţiale dintre ele (fig. 
14.1.6.a) 

 Pentru corpul 1 şi 2: 

     

12

1
2

1
2

21
2

2

2

2

2
2

2

2
2

vv

v'v

R
v

R
'v

R
v

r
v

R
v

=










=

=ω
⇒==ω⇒

′
==ω

 (a) 

Pentru corpul 3 

     

2

8

4
282

1
23

1
3

1
3

31
3

3

3

3

3
3

v'v'v

R
v

vv

R
v

R
v

R
v

R
'v

==










=ω

=
⇒==ω⇒==ω

(b) 

G2=8G 
r2 = R 
R2=2R

2 

C3

o2 

α 

3 
G3=16G 
R2=2R 

h1,v1,a1 

G1=32G 1 

Fig. 14.1.6 

C3 

v2=v1 

Fig. 14.1.6.a 

I3 

O2 

v’2 v’2 

v’3=v’2 
v3 ω3 

v2
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 Rezultatele analizei cinematice se trec în tabelul următor: 
Corpul şi  
tipul mişcării  

Deplasarea  Viteza  Acceleraţia Deplasarea 
virtuală 

(1)  
Translaţie 

h1 v1 a1 δh1 

(2)  
Rotaţie R

h
2

1
2 =ϕ  

R
v
2

1
2 =ω  

R
a
2

1
2 =ε  R

h
2

1
2

δ
=δϕ  

(3)  
Plan-paralelă 

R
h

hh

8

4
1

3

1
3

=ϕ

=
 

R
v

vv

8

4
1

3

1
3

=ω

=
 

R
a

aa

8

4
1

3

1
3

=ε

=
 

R
h

hh

8

4

1
3

1
3

δ
=δϕ

δ
=δ

 

Principiul lucrului mecanic virtual postulează că lucrul mecanic al tuturor 
forţelor: direct aplicate, de legătură şi de inerţie pentru toate cele trei corpuri ale 
sistemului, este nul: 

0321 =δ+δ+δ=δ LLLL         (c)
 unde: 

( )

( ) 333333

222

1111

δϕ⋅−δ⋅−−=δ
δϕ⋅−=δ

δ⋅−α=δ

II

I

I

MhFGL
ML

hFsinGL
(d) 

     Forţele şi cuplurile de inerţie  
au modulele (fig. 14.1.6.b): 

13

2
33

333

13
3

3

12

2
22

222

11
1

1

4
2

4

8
2

32

a
g
GR

g
RGJM

a
g
Ga

g
GF

a
g
GR

g
RGJM

a
g
Ga

g
GF

I

I

I

I

=ε=ε=

==

=ε=ε=

==

 (e) 

Dacă se exprimă şi deplasările virtuale δϕ2 , δh3 , δϕ3 în funcţie de δh1 
expresia (c) devine: 

( ) ( )

( ) 0
8
1

4
1

2
1

0

1333211

3333322111

=δ⋅



 ⋅−⋅−−+⋅−−α=δ

=δϕ⋅−δ⋅−−+δϕ⋅−δ⋅−α=δ

h
R

MFG
R

MFsinGL

MhFGMhFsinGL

IIII

IIII

  (f) 

 Înlocuind în (f) valorile forţelor/cuplurilor de inerţie date de relaţiile (e) şi 
valorile deplasărilor viruale din tabel se obţine: 

C3 

O2

α

Fig. 14.1.6.b 

G3 

FI3 

G2

G1

N1

FI1δh
δϕ2 

δϕ3 

δh3
MI3 

MI2 V2
H2 
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( )

( )gsina

ha
g

sin

75
188

0
2
75184

1

11

−α
=⇒

=δ⋅







−−α

       (g) 

2. Pentru determinarea forţelor de legătură prin aplicarea  principiului lui 
d’Alembert se separă fiecare corp şi se introduc atât forţele direct aplicate şi 
de legătură, cât şi forţele/cuplurile de inerţie şi se scriu ecuaţiile de 
“echilibru dinamic”: ( ) ( ) ;MMM;FFF I

lega
I

lega 00 =++=++ ∑∑ Această 
metodă se mai numeşte metoda cinetostatică. 

a. Pentru corpul (1) (fig. 14.1.6.c): 

 




=+α−
=++α−

0
0

11

111

NcosG
FSsinG I    (g) 

unde FI1 are expresia dată de (e) 

Înlocuind valorile se obţine:   

 
( )

α=

+α=

cosGN

sinGS

32

811
75

32

1

1    (h) 

b. Pentru corpul (2) (fig. 14.1.6.d): 

 








=−⋅−⋅
−−α−=

α−=

02
0
0

221

2212

12

IMRSRS
SGsinSV

cosSH
  (i) 

unde MI2 are expresia dată de (e) 
Făcând înlocuirile rezultă: 

 
( )

221212

2 93
75

64

SGsinSV;cosSH

sinGS

++α=α=

+α=
 (j) 

c. Pentru corpul (3) (fig. 14.1.6.e): 

 




=−⋅−⋅

=−−+

022
0

332

3332

I

I

MRSRS
FGSS

  (k) 

unde FI3 şi MI3 au expresiile date de (e) 
Făcând înlocuirile şi calculele se obţine: 

 ( )
75

37416
3

GsinS +α
=    (l) 

Fig.14.1.6.c 
α

a1 

N1

G1 

S1 

FI1 

α 

y x

O2 

Fig. 14.1.6.d 

V2 

S2 

H2 
S1 

ε2 

α 
G2 

MI2 

x

y 

C3 
S3 

Fig. 14.1.6.e 

G3 

S2 

MI3 

ε3 

a3 

FI3 

x 
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14.1.7. Se consideră sistemul de corpuri din figură unde mărimile R, G, α, sunt 
cunoscute. Roata (3) coboară pe planul înclinat, rostogolindu-se fără alunecare 
roata (2) este antrenată într-o mişcare de rotaţie (fără frecare în O2), iar corpul 
(1)  se deplazează în sus având parametrii cinematicii: h1, v1, a1; (fig. 14.1.7) . 
Se cere să se determine 
1) acceleraţia sistemului aplicând principiul lucrului mecanic virtual;  
2) forţele de legătură, aplicând principiul lui d’Alembert 
3) valoarea minimă a coeficientului de fecare ca corpul (3)  să nu alunece. 

  Rezolvare 
1)  Pentru rezolvarea problemei este 
necesară analiza cinematică a mişcării, sau 
exprimarea parametriilor cinematici ai 
corpurilor (2) şi (3) în funcţie de 
parametrii cinematici ai corpului (1). Se 
scriu relaţiile de lanţ cinematic pentru 
viteze, iar pentru deplasări şi acceleraţii se 
ţine seama de relaţiile diferenţiale dintre 
ele (fig. 14.1.7.a) 
Pentru corpul 1 şi 2: 

     

32

12

1
221

2
2

2

2

2
2

22

vv
v'v
R
v

R
'v

R
v

r
v

R
v

′=′







=

=ω
⇒==ω⇒=

′
=ω

  

Pentru corpul 3 

     

123

1
3

13
33

3
3

3

3

3
3

2
2

242

v'v'v
R

v
vv

R
v

R
v

R
v

R
'v

==







=ω

=
⇒=

′
=ω⇒==ω

 (a) 

 Rezultatele analizei cinematice  : 
 

Corpul şi  
tipul mişcării  

Deplasarea  Viteza  Acceleraţia Deplasarea 
virtuală 

(1)  Translaţie h1 v1 a1 δh1 

(2)  Rotaţie 
R
h1

2 =ϕ  
R
v1

2 =ω  
R
a1

2 =ε  R
h1

2

δ
=δϕ  

(3)  
Plan-paralelă 

R
h

hh

2
1

3

13

=ϕ

=
 

R
v

vv

2
1

3

13

=ω

=
 

R
a
aa

2
1

3

13

=ε

=
 

R
h
hh

2
1

3

13

δ
=δϕ

δ=δ
 

G2=4G 
r2 = R 
R2=2R

2 

C3 

O2 

α 
1 

G3=16G 
R3=2R 

h1 
v1 
a1 

G1=4G 

3 

Fig. 14.1.7 

Fig.14.1.7.a 

v1 

v2 
v2 

v'2 

v'3 

v3 I 
ω3 

ω2 

v'2 
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Principiul lucrului mecanic virtual postulează că lucrul mecanic al tuturor 
forţelor (direct aplicate, de legătură şi de inerţie) pentru toate cele trei corpuri ale 
sistemului, este nul: 

0321 =δ+δ+δ=δ LLLL         (b) 

 unde: 
( )
( ) 3333333

2221111

δϕ⋅−−+δ⋅−α−=δ
δϕ⋅−=δδ⋅−−=δ

)MM(hFsinGL
ML;hFGL

rII

II     (c) 

     Forţele şi cuplurile de inerţie  
au modulele: 

13

2
33

333

13
3

3

12

2
22

222

11
1

1

16
2

16

8
2

4

a
g
GR

g
RGJM

a
g
Ga

g
GF

a
g
GR

g
RGJM

a
g
Ga

g
GF

I

I

I

I

=ε=ε=

==

=ε=ε=

==

 (d) 

 
Dacă se exprimă şi deplasările  

virtuale δϕ2 , δh3 , δϕ3 în funcţie de δh1 expresia (b) devine: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0
2
11

0

13333211

33333322111

=δ⋅



 ⋅+−−α−+⋅+−=δ

=δϕ⋅+−δ⋅−α−+δϕ⋅−δ⋅−=δ

h
R

MMFsinG
R

MFGL

MMhFsinGMhFGL

rIIII

rIIII

 (b’) 

 Înlocuind în (d) valorile forţelor/cuplurilor de inerţie date de relaţiile (d) 
se obţine: 

g
cos

R
ssin

a

h
g
acos

R
ssin

9

124

09124

1

1
1







 −α−α

=⇒

=δ⋅







−−α−α

      (e) 

2)  Pentru determinarea forţelor de legătură prin aplicarea  principiului lui 
d’Alembert se separă fiecare corp şi se introduc atât forţele direct aplicate şi de 
legătură, cât şi forţele/cuplurile de inerţie şi se scriu ecuaţiile de “echilibru 
dinamic”: ( ) ( ) ;MMM;FFF I

lega
I

lega 00 =++=++ ∑∑  

O2 

α

Fig. 14.1.7.b 

G1 

FI3 G2 

G3

N3

FI1 

δh

δϕ2

δϕ3

MI2V2 
H2 

MI3 

Mr3 

T3

δh3

I
C3
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a. Pentru corpul (1) (fig. 14.1.7.c): 
 0111 =−+− IFSG    (f)  

unde FI1 are expresia (d).  Înlocuind se obţine: 

 





 α−α+= cos

R
ssinGS 24

9
8

1   (g) 

b. Pentru corpul (2) (fig. 14.1.7.d): 

 








=−⋅−⋅
−−α−=

α−=

02
0
0

212

1222

22

IMRSRS
SGsinSV

cosSH
  (h) 

unde MI2 are expresia (d) 
Făcând înlocuirile şi calculele se obţine: 

 

122222

2 12
3

4

SGsinSV;cosSH

cos
R
ssinGS

++α=α=







 +α−α=

 (i) 

c. Pentru corpul (3) (fig. 14.1.7.e): 

 








=−−⋅+⋅−

=α−
=−α+−−

022
0

0

3332

33

3332

rI

I

MMRTRS
cosGN

FsinGTS
 (j) 

 33 NT;sNM r µ≤=    (k) 

unde FI3 şi MI3 au expresiile (d) 
Făcând înlocuirile şi calculele se obţine: 

 






 +α+α=

α=

11114
9

4
16

3

3

cos
R
ssinGT

cosGN
  

Ultima ecuaţie din cele trei ecuaţii  (k) este pentru verificare. 

3) Din condiţia 





 +α+α

α
==µ⇒≥µ 11114

36
1

3

3

3

3 cos
R
ssin

cosN
T

N
T

min  (l) 

 
 

14.1.8. Se consideră sistemul din figură format din două corpuri: o prismă de 
greutate G1 şi unghiul α şi un corp de greutate G2, care alunecă liber pe prismă. 
Se neglijază frecarea dintre cele două corpuri, ca şi frecarea dintre prismă şi 
suprafaţa orizontală.  (fig. 14.1.8) . Se cere să se determine acceleraţiile celor 
două corpuri precum şi forţele de legătură, aplicând principiul lui d’Alembert . 

C3 

Fig. 14.1.7.e 

G3 

S2 
MI3

ε3

a3 FI3 

N3T3 

Mr3 

x

y

O2 

Fig. 14.1.7.d 
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H2 S2

ε2 
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x

Fig. 14.1.7.c 
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S1 
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       Rezolvare 
Problema având două grade de 

libertate, se pot alege doi parametrii 
independenţi x1 şi x2, cu ajutorul cărora se 
determină poziţia sistemului la un 
moment dat. Acceleraţiile sunt: 

2211 xa;xa &&&& == , iar cele două corpuri 
efectuează mişcări de translaţie.  

Se introduc forţele de inerţie ce 
acţionează asupra celor două corpuri în 
centrele lor de masă, având mărimile: 

      2
2

21
2

21
1

1 a
g

GF;a
g

GF;a
g

GF III =′′=′=′  (a) 

şi sensurile date în fig. 14.1.8.a,b (opuse acceleraţiilor). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pentru corpul 2 acceleraţia a1 are rol de acceleraţie de transport, iar a2 de 

acceleraţie relativă; astfel se justifică expresiile forţelor de inerţie 22 II FsiF ′′′ . 
Aplicând principiul lui d’Alembert, se scriu ecuaţiile de echilibru 

cinetostatic. Se observă că sunt suficiente doar ecuaţiile de proiecţii, obţinându-
se respectiv: 

Pentru corpul 1: 






=α−−

=−α

0

0

211

1
1

2

cosNGN

a
g

GsinN
     (b) 

Pentru corpul 2: 










=α−α−

=α−α−

0

0

1
2

22

21
2

2
2

sina
g

GcosGN

sinGcosa
g

Ga
g

G

   (c) 

Se obţine:             
( )

( )
( )

( ) ( );sinGG
cosGGGN;

sinGG
cosGGN

;g
sinGG

sinGGa;g
sinGG

sinGa

α+
α

+=
α+

α
=

α+
α+

=
α+

α
=

2
21

2
21

112
21

21
2

2
21

21
22

21

2
1 2

2

 (d) 

Fig. 14.1.8 
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Fig. 14.1.8.a 
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Fig. 14.1.8.b 
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 14.2. ECUAŢIILE  LUI  LAGRANGE 
 

PROBLEME REZOLVATE 
14.2.1. Se consideră sistemul din figură format din două corpuri: o prismă de 
greutate G1 şi unghiul α şi un corp de greutate G2, care se deplasează pe 
prismă. Se neglijază frecarea dintre cele două corpuri, ca şi frecarea dintre 
prismă şi suprafaţa orizontală.  (fig. 14.2.1.a) . Se cere să se determine legea de 
mişcare a sistemului, folosind ecuaţiile lui Lagrange. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rezolvare 
Problema având două grade de libertate, se pot alege drept coordonate 

generalizate parametrii liniari q1 şi q2, cu ajutorul cărora se determină poziţia 
sistemului la un moment dat. Energia cinetică a sistemului se scrie: 

2
2

22
1

1
21 22

v
g

Gq
g

GEEE +=+= &        (a) 

unde cu v2 am notat viteza absolută a corpului de greutate G2. 
  

Pentru determinarea vitezei v2 se pot folosi două metode: 
a. Metoda analitică 

Se notează cu (x2, y2) coordonatele centrului de greutate al corpului 2 în 
raport cu sistemul Oxy ales (fig. 14.2.1.b). Se poate scrie relaţia vitezelor 
astfel: 





α−=
α−=

⇒




α−=
α−=

+=

sinqy
cosqqx

sinqhy
cosqqx

:unde
yxv

22

212

22

212

2
2

2
2

2
2

&&

&&&

&&

 

Prin urmare: ( ) ( ) 2
221

2
1

2
2

2
21

2
2 2 qcosqqqsinqcosqqv &&&&&&& +α−=α+α−=  (b) 

Fig. 14.2.1.b 

q2

O q1

α G1 

G2

vt 

vr 

y 

x 

h 
v2 

Fig. 14.2.1.a 

α 

h 

G2 

G1 
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b. Metoda grafo-analitică 
Din fig. 14.2.1.b se poate observa că viteza corpului 2 se obţine prin 
compunerea vectorială a celor două viteze: tr vvv +=2 . Prin urmare avem: 

( ) α−+=α−π++= cosqqqqcosvvvvv trtr 21
2
2

2
1

222
2 22 &&&&     (b’) 

deci s-a obţinut aceaşi expresia pentru viteza corpului 2. 
Prin urmare energia cinetică a sistemului se scrie: 

( )α−++= cosqqqq
g

Gq
g

GE 21
2
2

2
1

22
1

1 2
22

&&&&&      (c) 

Derivatele parţiale din ecuaţiile lui Lagrange se scriu: 

( );cosqq
g

G
q
E;cosq

g
Gq

g
GG

q
E

;
q
E;

q
E

α−=
∂
∂

α−
+

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

12
2

2
2

2
1

21

1

21

00

&&
&

&&
&

  (d) 

 Calculul forţelor generalizate Q1 şi Q2 se poate face în două moduri: 
a. cu ajutorul lucrului mecanic virtual, considerând pe rând parametrii q1 şi q2 

variabili: 
( ) ( )

( ) ( )
α=

δ
δ

==
δ

δ
=⇒

αδ=δ=δ

sinG
q

L
Q;

q
L

Q

;sinqGL;L

varqvarq

varqvarq

2
2

2
1

1

22

21

21

0

0
    (e) 

b. cu ajutorul funcţiei de forţă, care în acest caz are forma: 

( )∑
=

α−−−==
2

1
221 3i

kk sinqhGhGgymU  

unde s-a ţinut seama de sensul forţelor faţă de axele sistemului Oxy. Deci: 

α=
∂
∂

==
∂
∂

= sinG
q
UQ;

q
UQ 2

2
2

1
1 0       (e’) 

 Ecuaţiile lui Lagrange : 

2
22

1
11

Q
q
E

q
E

dt
d;Q

q
E

q
E

dt
d

=
∂
∂

−







∂
∂

=
∂
∂

−







∂
∂

&&
  

conduc la sietmul de ecuaţii: 

( )









α=α−

=α−
+

sinGcosqq
g

G

cosq
g

Gq
g

GG

212
2

2
2

1
21 0

&&&&

&&&&

      (f) 

Rezolvând sistemul se obţine acelaşi rezultat cu cel obţinut prin aplicarea 
principiului lui d’Alembert : 

( )
( )
( ) ;g

sinGG
sinGGaq;g

sinGG
sinGaq

α+
α+

==
α+

α
== 2

21

21
222

21

2
11 2

2
&&&&   (g) 

 



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

 

243

14.2.2. Se consideră sistemul din figură format din trei corpuri, aflate respectiv 
în mişcările de translaţie, rotaţie şi plan-paralelă , având masele m1, m2, m3 şi 
razele R2 şi R3  cunoscute,  ca în fig. 14.2.2. Sensul de mişcare al celor trei 
corpuri este indicat în figură. Se presupune că firele nu alunecă pe discuri şi se 
neglijează frecările din lagăre.  Se cere: Să se determine mişcarea sistemului cu 
ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange (parametrii  h1, v1, a1),    
     

Rezolvare 
Pentru rezolvarea problemei se face 

o analiză cinematică a mişcării sistemului 
care are două grade de libertate: se 
notează cei doi parametri care definesc 
mişcarea cu q1 şi q2 (fig.14.2.2.a). Notând 
AI=x, relaţiile de lanţ cinematic pentru 
viteze sunt:  
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De unde se obţine: 
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 Energiile cinetice ale celor trei 
corpuri sunt: 
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Energia cinetică totală este: 
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2
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2
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4
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Derivatele parţiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel: 
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Fig. 14.2.2.a 
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1323
2

1323
2

231221
1

231221
1

2
1

2
3

2
1

2
3

2
12

2
1

2
12

2
1

qmqm
q
E

dt
dqmqm

q
E

qmq)mmm(
q
E

dt
dqmq)mmm(

q
E

&&&&
&

&&
&

&&&&
&

&&
&

−=







∂
∂

⇒−=
∂
∂

−++=







∂
∂

⇒−++=
∂
∂

 (f) 

Forţele generalizate Q1 şi Q2 se calculează variind succesiv parametrul 
corespunzător (q1 respectiv q2) şi fixându-l pe celălalt, (vezi fig. 14.2.2.b) adică: 
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Înlocuind în ecuaţiile lui Lagrange : 
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se obţine sistemul de ecuaţii algebrice: 
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 Rezolvând acest sistem  se găsesc acceleraţiile generalizate 21 qsiq &&&&  
 

Metoda a IIa 
Problema poate fi rezolvată considerând drept coordonate generalizate 

unghiurile de rotaţie ale celor două discuri aflate în mişcare de rotaţie, respectiv 
plan-paralelă : θ1  şi  θ2. De asemenea se modifică notaţiile: se notează cu R1 şi 
m1  discul de rază R2 şi masă m2, cu R2 şi m2  discul de rază R3 şi masă m3 şi cu 
m3 corpul de masă m1 ca în fig. 14.2.2.c 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Din analiza cinematică a mişcării (conform fig 14.2.2.d) se obţine:   
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 Deci energia cinetică totală a sistemului se scrie: 
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Derivatele parţiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel: 
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Forţele generalizate Q1 şi Q2 se calculează variind succesiv parametrul 
corespunzător (θ1 respectiv θ2) şi fixându-l pe celălalt, (vezi fig. 14.2.2.d) adică: 
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Înlocuind în ecuaţiile lui Lagrange : 
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se obţine sistemul de ecuaţii algebrice: 
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de unde rezultă acceleraţiile unghiulare 21 θθ &&&& si (care sunt constante). 
 
 
14.2.3. Se consideră sistemul din figură unde mărimile R, G, α, sunt cunoscute 
format din trei corpuri, după cum urmează(fig. 14.2.3.a): 
Corpul (1) de greutate G1 = 8G, coboară pe planul înclinat cu unghiul α, fără 
frecare ; 
Corpul (2) de greutate G2 = 8G şi rază R2 = R este antrenat într-o mişcare de 
rotaţie (se neglijează de asemenea frecarea în lagărul O2)  
Corpul (3) de greutate G3 = 64G şi rază R3 = 2R se deplazează în jos având o 
mişcare plan-paralelă.  
Se cere:  
Să se determine mişcarea sistemului cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange 
       



PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 
 

 

246

  
 
 
 
 
 
 

 
Rezolvare 
Pentru rezolvarea problemei se face o analiză cinematică a mişcării 

sistemului care are două grade de libertate: se notează cei doi parametri care 
definesc mişcarea cu q1 şi q2 (fig.14.2.3.b). Notând AI=x, relaţiile de lanţ 
cinematic pentru viteze sunt:  
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Energiile cinetice ale celor trei corpuri sunt: 
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Energia cinetică totală este suma energiilor cinetice ale celor trei corpuri:  

E = E1 + E2 + E3 ( )21
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Derivatele parţiale ale energiei cinetice totale sunt: 
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Forţele generalizate Q1 şi Q2 se calculează variind succesiv parametrul 
corespunzător (q1 respectiv q2) şi fixându-l pe celălalt, (vezi fig.14.2.3.c) adică: 
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Înlocuind relaţiile (d) şi (e) în ecuaţiile lui Lagrange : 
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 obţinem următorul sistem de ecuaţii algebrice:  
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Rezolvând acest sistem rezultă 
acceleraţiile generalizate 
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Integrând succesiv de două ori în raport cu timpul, se obţin vitezele 
generalizate ( )21 qsiq && , respectiv deplasările generalizate (q1 şi q2): 

( ) ( ) 2211 11
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1 11
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Constantele C1 ... C4 se obţin din condiţiile iniţiale ale problemei. 
 
14.2.4. Se consideră sistemul din figura 14.2.4.a format din trei corpuri unde 
mărimile R, G, α, sunt cunoscute:  
Corpul (1) de greutate G1=200G coboară vertical;  
Corpul (2) de greutate G2 = 8G şi rază R2 = 2R este antrenat într-o mişcare de 
rotaţie (fără frecare în lagărul O2)  
Corpul (3) de greutate G3 = 16G şi rază R3 = R coboară pe planul înclinat cu 
unghiul α (rostogolindu-se şi alunecând simultan,cu s=0, µ=0) într-o mişcare 
plan-paralelă.  
Se cere: Să se determine mişcarea sistemului cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange 
(parametrii  h1, v1, a1),         
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Rezolvare 
Pentru rezolvarea problemei se face 

o analiză cinematică a mişcării sistemului 
care are două grade de libertate: se 
notează cei doi parametri care definesc 
mişcarea cu q1 şi q2 (fig.14.2.4.a). Notând 
AI=x, relaţiile de lanţ cinematic pentru 
viteze sunt:  
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De unde se obţine: 
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Derivatele energiei cinetice totale 
se scriu astfel: 
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Fig. 14.2.4.b
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Forţele generalizate Q1 şi Q2 se calculează variind succesiv parametrul 
corespunzător (q1 respectiv q2) şi fixându-l pe celălalt, (vezi fig. 14.2.4.c) adică: 
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Înlocuind în ecuaţiile lui Lagrange : 
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se obţine sistemul algebric de ecuaţii: 
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cu soluţiile: 
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Integrând succesiv de două ori în raport cu timpul, se obţin vitezele 
generalizate ( )21 qsiq &&   
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respectiv deplasările generalizate (q1 şi q2): 
( )

( )









++
−α

=

++
α−

=

42
2

2

31
2

1

54
50114

54
425

CtCgtsinq

CtCgtsinq
             (j) 

Constantele C1 ... C4 se obţin din condiţiile iniţiale ale problemei. 
 
 
14.2.5. Se consideră sistemul format din trei corpuri de greutăţi G1, G2, G3 şi 
doi scripeţi de masă neglijabilă, unul fix de rază R1 şi unul mobil de rază R2. 
Sistemul este legat cu ajutorul unor fire flexibile şi inextensibile, care se 
îmfăşoară la periferia roţilor ca în figura 14.2.5.a.  Se cere: Să se determine 
legea de mişcare a sistemului cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange  
 Rezolvare  

Metoda I 
 Problema are două grade de libertate: se notează cei doi parametri care 
definesc mişcarea cu q1 şi q2 (fig.14.2.5.a). 
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 Greutăţile G1, G2, şi G3 au  respectiv 
ordonatele: 

y1=q1 

y2=h1+q2=L1-πR1-q1+q2  (a) 
y3=h1+h2=L1-πR1-q1+ L2-πR2-q2 

unde L1 şi L2 sunt lungimile firelor 
Vitezele celor trei corpuri se pot scrie 
deci: 
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 Energia cinetică totală a sistemului este:  
E=E1+E2+E3   (c) 

Energiile celor trei corpuri se scriu: 
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Energia cinetică totală a sistemului este deci:  
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Derivatele parţiale ale energiei cinetice sunt: 
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Detreminarea forţelor generalizate se poate face în două moduri: 

a. prin anularea lucrului mecanic virtual, considerând pe rând pe q1 , respectiv 
q2 variabile: 
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b. prin anularea derivatelor parţiale ale funcţiei de forţă U; în cazul de faţă 
aceasta se scrie astfel: 

Fig. 14.2.5.a 
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UQ 32

2
2321

1
1 −=

∂
∂

=−−=
∂
∂

=    (f’) 

Înlocuind în ecuaţiile lui Lagrange : 

  .Q
q
E

q
E

dt
d;Q

q
E

q
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d

2
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1
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=
∂
∂

−
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∂
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
∂
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se obţine sistemul algebric de ecuaţii: 

  




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
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1
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g
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g

GGG
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   (g) 

de unde se obţin acceleraţiile : 

  

( )
( )

( )
( ) g

GGGGG
GGGq

;g
GGGGG
GGGGGq

32321

321
2

32321

32321
1

4
2

4
4
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−

=

++
−+

=

&&

&&

.     (h) 

Integrând succesiv de două ori în raport cu timpul, se obţin vitezele 
generalizate ( )21 qsiq &&   respectiv deplasările generalizate (q1 şi q2). Constantele 
C1 ... C4 se obţin din condiţiile iniţiale ale problemei. 
 
 Metoda  a II a 
 Se consideră drept coordonate generalizate unghiurile de rotaţie ale celor 
două discuri ϕ1 şi ϕ2, iar în loc de greutăţile celor trei corpuri se consideră 
masele m1 , m2, m3,  conform fig. 14.2.5.b. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Fig. 14.2.5.b 
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Fig. 14.2.5.c 
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Din analiza cinematică a mişcării (conform fig 14.2.5.c) se obţine:  

31

23

2

2

2

13
22

1

1
11 2 vv

RvIAx
xR

v
xR

v
x
vsi

R
v

+
==⇒

−
=

−
==ω=ϕ=ω=ϕ &&  (i) 

Rezultă că vitezele celor trei corpuri de mase m1, m2 şi m3 sunt: 
;RRv;RRv;Rv 2211322112111 ϕ−ϕ=ϕ+ϕ=ϕ= &&&&&  

 Deci energia cinetică totală a sistemului se scrie: 

( )

( ) ( ) ( ) 212132
2
2232

2
11321

2
22113

2
22112

2
111321

2
1

2
1

2
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2
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ϕ−ϕ+ϕ+ϕ+ϕ=++=
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&&&&&

RRmmRmmRmmmE

;RRm)RR(mRmEEEE
 (j) 

Derivatele parţiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel: 

00
21

=
ϕ∂
∂

=
ϕ∂
∂ E;E         (k) 

( ) ( )

( ) ( ) 121322232
2

2213211321
1

ϕ−+ϕ+=
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∂
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∂
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&
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&

RRmmRmmE

RRmmRmmmE

     (l) 

Forţele generalizate Q1 şi Q2 se calculează variind succesiv parametrul 
corespunzător (ϕ1 respectiv ϕ2) şi fixându-l pe celălalt, (vezi fig. 14.2.5.c) adică: 

( ) ( )
)mm(gR

L
Q;)mmm(gR

L
Q varvar

322
2

23211
1

1
21 −=

δϕ
δ

=++−=
δϕ
δ

= ϕϕ  (m) 

Înlocuind în ecuaţiile lui Lagrange : 

 .QEE
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dt
d

2
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1
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ϕ∂
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
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
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ϕ∂
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−

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



ϕ∂
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se obţine sistemul de ecuaţii algebrice: 
( ) ( )
( ) ( )



−=ϕ−+ϕ+

++−=ϕ−+ϕ++

)mm(gRRRmmRmm
)mmm(gRRRmmRmmm

322121322232

32112213211321

&&&&

&&&&
  (n) 

de unde rezultă acceleraţiile unghiulare 21 ϕϕ &&&& si (care sunt constante). 
 
 
14.2.6 Se consideră sistemul din figură format din două corpuri: un corp 
paralelipipedic de masă m1 şi bilă de masă m2, care sun legate între ele prin 
intermediul unei bare A1A2 =l  de masă neglijabilă. Se neglijază frecarea dintre 
corp şi ghidajul orizontal.  (fig. 14.2.6) .  
Se cere să se determine legea de mişcare a sistemului folosind ecuaţiile lui 
Lagrange. 
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Rezolvare 
Sistemul având două grade de libertate, se 
pot alege drept coordonate generalizate 
parametrii x şi θ. 
Coordonatele  centrelor de masă ale celor 
două corpuri sunt: 





θ=
θ−=





=
=

cosy
sinxx

A
y

xx
A

l

l

2

2
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1
1 0

 (a) 

Deci vitezele după cele două direcţii sunt: 
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2
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
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
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=
=
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Energia cinetică a sistemului se scrie: 

( ) ( )θθ−θ++=+=+= cosxmxmmvmvmEEE &&&l
l

& 2
22

1
22

222
21

2
2

22
1

1
21  (b) 

Funcţia de forţă în acest caz are forma: 
θ==−= cosgmgymVU l222        (c) 

Funcţia lui Lagrange are deci expresia: 

( ) ( ) θ+θθ−θ++=+= cosgmcosxmxmmUEL l&&&l
l

& 2
222

21 2
22

1   (d) 

Se aplică ecuaţiile lui Lagrange sub forma: 
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q
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Se obţine sistemul de ecuaţii diferenţiale: 

( )[ ]

[ ] ( )








=θ−θ−θ−θ

=θθ−+

0
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cosmxmm
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d

&&l&&ll

&l&

     (e) 

În cazul micilor oscilaţii ale sistemului se poate considera 
1≅θθ≅θ cos,sin  şi sistemul de ecuaţii diferenţiale (e) devine: 

( )




=θ
+

+θ=θ−+ 0
1

21
221

l
&&&l&

g
m

mm;Cmxmm    (f) 

Cea de a doua ecuaţie  reprezintă ecuaţia unei mişcări armonice de 
pulsaţie: ( ) l121 m/mmg +=ω , cu soluţia: ( )ϕ+ωθ=θ tcos0   În cazul în care 
m1>> m2 (când corpul 1 rămâne practic în repaus) se obţine ( trecând la limită) 
perioada pendulului matematic: g//T lπ=ωπ= 22 . 

Fig. 14.2.6 
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14.2.7. Se consideră sistemul din figură format din două bile de mase m1 şi m2,  
suspendate pe două fire de lungimi OA1= A1A2 =l  de masă neglijabilă.  Se cere 
să se determine pulsaţiile proprii ale sistemului de pendule folosind ecuaţiile lui 
Lagrangei. 

Rezolvare 
Sistemul având două grade de libertate, se pot alege drept coordonate 

generalizate parametrii ϕ1  şi ϕ2, unghiurile pe care le fac firele cu verticala (fig. 
14.2.7).Coordonatele  centrelor de masă ale celor două bile sunt: 

( )
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


ϕ+ϕ=
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

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212
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11
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   (a) 

Deci vitezele celor două bie sunt: 
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 Dacă se consideră ( ) 112 ≅ϕ−ϕcos  se obţine expresia energiei cinetice: 

( )21
2
2

2
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2

21 22
2

ϕϕ+ϕ+ϕ=+= &&&&
lmEEE       (b) 

 Funcţia de forţă se scrie: 

( )2
2
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2
1

22
22 ϕ+ϕ≅






 ϕ

+
ϕ
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Funcţia lui Lagrange are deci expresia: 
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2
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2
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Se aplică ecuaţiile lui Lagrange sub forma: 
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Se obţine sistemul de ecuaţii diferenţiale: 





=ϕ+ϕ+ϕ
=ϕ+ϕ+ϕ
0

022

221

121

g
g

&&l&&l

&&l&&l
        (e) 

Sistemul de ecuaţii diferenţiale (e) admite soluţii de forma: 

Fig. 14.2.7 
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ptcosC;ptcosC 2211 =ϕ=ϕ  
Ecuaţia caracteristică (ecuaţia pulsaţiilor proprii) se scrie: 

0
22

22

22

=
−−
−−

pgp
ppg
ll

ll
         (f) 

Dcei cele două pulsaţii proprii sunt soluţiile determinantului 
caracteristic(se exclud soluţiile negative): 

( ) ( )ll 12
2

12
2

21 −
=

+
=

g
p;

g
p      (g) 

 
 

14.2.8. Se consideră sistemul din figura 14.2.8.a  format din culisa de greutate 
G2 şi bara A1A2 =l  de greutate G1. Culisa se poate deplasa orizontal (se 
neglijază frecarea) fiind legată cu un resort de constantă elastică k de mediul 
fix. Asupra capătului A3 al  barei se aplică o forţă orizontală F.  Se cere: 
1. să se determine poziţia de echilibru a sistemului  
2. să se determine legea de mişcare a sistemului pornind din poziţia de 

echilibru studiată la punctu (1),  folosind ecuaţiile lui Lagrange. 
 
Rezolvare 

1. Sistemul având două grade de libertate, se pot alege drept coordonate 
generalizate parametrii liniari x (Faţă de poziţia iniţială) şi θ (fig. 14.2.8.b). 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Condiţia de echilibru a sistemului se poate obţine folosind două metode: 
a. din condiţia de anulare a forţelor generalizate: 

( )
210 ,k,

q
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Q
k
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k
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=        (a) 

Fig. 14.2.8.a 
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unde:  Qk  poate reprezenta din punct de vedere dimensional o forţă sau un cuplu, 
după cum coordonata generalizată corespunzătoare reprezintă o lungime 
sau un unghi. 
( ) varqk

Lδ  reprezintă luncrul mecanic  virtual produs de  sarcini numai pe 
deplasările date de variaţia parametrului qk, adică ( )kqδ . 
Pentru cei doi parametri avem : 

( )

( ) 02
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=
δθ

δθ⋅⋅θ+δθ⋅⋅θ−
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l
l cosFsinGLQ

x
xFxkx

x
LQ

var
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  (b) 

Rezultă aşadar valorile parametrilor pentru poziţia de echilibru: 

1

2
G
Ftg;

k
Fx =θ=        (c) 

b. din anularea derivatelor parţiale ale funcţiei de forţă a sistemului, întrucât 
forţele care acţionează asupra sistemului sunt forţe conservative , adică: 

k
z
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În cazul problemei de faţă funcţia de forţă a sistemului se scrie: 
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adică: 
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      (e) 

Rezultă aceleaşi valori ale parametrilor pentru poziţia de echilibru date de 
relaţia (c) 
 

2. Coordonatele  centrelor de masă ale celor două corpuri sunt: 
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Deci vitezele după cele două direcţii sunt: 
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θθ+θ+=

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Energia cinetică a sistemului se scrie: 
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Funcţia de forţă în acest caz are forma: θ+−= cosGkxU
22

1
1

2 l   (i) 

Funcţia lui Lagrange are deci expresia: 
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Se aplică ecuaţiile lui Lagrange sub forma: 
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Se obţine sistemul de ecuaţii diferenţiale: 
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În cazul micilor oscilaţii ale sistemului se poate considera 1=θθ≅θ cos,sin  
şi se obţine sistemul: 
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Acest sistem se poate rezolva prin metode numerice obţinându-se soluţii 
aproximative care descriu mişcarea sistemului, soluţii care ţin seama şi de 
condiţiile iniţiale ale problemei. 

 
 

14.2.9. Se consideră sistemul format din trei discuri omogene de greutăţi G1, 
G2, G3, unul fix de rază R3 şi celelalte mobile  de rază R1 şi R2 legate între ele cu 
ajutorul unor fire flexibile şi inextensibile, care se îmfăşoară la periferia lor ca 
în figura 14.2.9.a.  Se cere: Să se determine legea de mişcare a sistemului cu 
ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange   
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 Rezolvare 
Sisdtemul are trei grade de libertate deoarece pentru stabilirea 

configuraţiei lui sunt necesari trei parametri independenţi: se consideră drept 
coordonate generalizate unghiurile de rotaţie ale celor trei  discuri ϕ1 ϕ2  şi ϕ3, 
conform fig. 14.2.9.a. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Din analiza cinematică a mişcării (conform fig 14.2.9.b) se obţine:  

( )

( )
3

3
3311

2

13
22

11
3

1

1
11

R
v;AIyunde

yR
v

y
v

AIxunde
x
v

xR
v

=ω=ϕ=
−

==ω=ϕ

==
+

=ω=ϕ

&&

&

   (a) 

Rezultă că vitezele centrelor de masă ale celor două discuri 1 şi 2 sunt: 
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 Deci energia cinetică totală a sistemului se scrie: 
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Derivatele parţiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel: 
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Fig. 14.2.9.a 
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Forţele generalizate Q1 şi Q2 se calculează variind succesiv parametrul 
corespunzător (ϕ1 , ϕ2 respectiv ϕ3) şi fixându-l pe celălalt, (vezi fig. 14.2.9.b) 
adică: 
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Înlocuind în ecuaţiile lui Lagrange : 
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se obţine sistemul de ecuaţii algebrice: 
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Rezolvând acest sistem rezultă acceleraţiile unghiulare : 
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şi acceleraţiile centrelor de masă ale discurilor 1 şi 2: 
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 Observaţii  
¾ Semnul minus de la acceleraţia a2 arată că sensul acestei acceleraţii este opus 

celui considerat în fig 14.2.9.b., adică:    02233 <ϕ−ϕ &&&& RR ; 

¾ Sistemul fiind acţionat numai de greutăţile proprii este conservativ, deci 
există o funcţie de forţă U a sistemului care are expresia: 

)RR(G)RR(GU 2233233111 ϕ−ϕ−ϕ+ϕ= . Deci se pot considera ecuaţiile lui 

Lagrange sub forma: 321 ,,k;UEE
dt
d
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care conduc la aceleaşi ecuaţii algebrice (e). 
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PROBLEME PROPUSE 
Se consideră sistemele formate din trei corpuri: un corp de greutate G1 şi două 
discuri omogene de greutăţi G2, G3, unul fix de rază R2 şi celelălalt mobil  de 
rază  R3 legate între ele cu ajutorul unor fire flexibile şi inextensibile, care se 
îmfăşoară la periferia lor ca în figurile 14.2.10...4.2.12. (pentru problemele 
4.2.11 şi 4.2.12 corpul 3 se rostogoleşte şi alunecă simultan,cu s=0, µ=0)   
 Se cere: Să se determine legea de mişcare a sistemelor cu ajutorul ecuaţiilor lui 
Lagrange.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig. 14.2.11 
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Date: α,  µ=0 
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Fig. 14.2.10 

G2, R2 O2

α 
G1 

G3, R3 
C3

µ=0 

1 

2 

3

Date: α,  µ=0 
G1=80G; 
G2=8G;  R2=2R 
G3=4G;  R3=R 

Fig. 14.2.12 
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